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画像処理における組合せ最適化問題

加藤直樹
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1. はじめに

画像データを局所的念特徴(明るさ，色)が一様念

部分画像に分割する手法を，領域分割 (region segmenｭ

tation , image segmentation) とよぶ.領域分割は画像

処理における重要かつ難しい問題であり，たとえば航

空写真から特定の建物などの対象物の抽出，文字など

のパターン認識などに応用される [4 ， 5] (図 1 参照)。

領域分割問題はかなり古くから研究されており多く

の手法が開発されているが [4， 5] ，それを最適化問題

と考えるとき，最適化問題として定式化して手法の構

築を試みているものもあまりみられない。しかし，最

近の計算機技術の発達にともなって，計算機の高速化

や大容量の記憶装置が手軽に利用できるようになった

ととにとも念い，かなり大きな画像データを高速で計

算機上で扱えるようになったのにとも念って，画像処

理に関するアルゴリズムの精密化，高速化がますます

重要な課題となっている。

本論文では白黒のディジタル画像に限定し，与えら

れた画像を二つの領域に分割したい，つまり画像から

背景部分を取り除いて対象物を抽出する問題に限定

した領域分割問題を組み合わせ最適化問題K定式化

し，それを解く手法を大阪電気通信大学浅野哲夫氏，

日本 IBM 徳山豪氏と最近，共同開発したので，その

方法について解説をおとなう [3]. ととでは，抽出した

い対象物は 1 つの連結領域からなる場合を扱う。

乙の手法の共同開発者の浅野哲夫氏のグループに

よる計算機実験によるとわれわれの開発した手法は

かなり良好であるという結果が得られている。領域分

割問題を組合せ最適化問題という視点から定式化を

試みている研究はわれわれの知る限りほとんどなく，
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OR技術(最適化手法)の応用可能性の広さ，普遍性

をあらためて再認識している。

本論文の構成は以下の通りである。 2 節では本論文

で扱う領域分割問題の定義をおこない，組合せ最適化

問題としての定式化を与える。抽出したい領域に対す

る制約として，“領域が連結である"というだけでは

一般に NP 困難であるととが分かっているので [3] 抽

出される領域にさらに制限を加え，抽出領域が一本の

Zー単調な曲線で区切られている場合(第 3 節) ，さ

らに二本の zー単調な曲線で区切られている場合につ

いて考察し(第 4 節れこれらの場合に対する多項式

時間アルゴリズムについて述べる。

2. 定義と問題の定式化

ディジタノレ画像とは，もとのアナログ的な画像情報

を 2 次元格子(配列)上の各点にその近傍の画像情報

を代表化させ，その点、にその情報を与えたものであ

る.アナログ画像からディジタル画像を作る方法につ

いては成書を見られたい [4 ， 5]. ディジタル画像の各

点はピクセル(画素， pixel) とよばれる。本稿では白黒

画像のみを対象にしているので，ピクセルに付与した

情報は“明るさ" (brightness level) のみである。ディジ

タノレ画像では，明るさも離散データであり，たとえば

8 ピット程度で表現される。ディジタノレ画像の大きさ

は，それを表現する 2 次元格子(配列)のサイズで表

される.本稿では簡単のため正方格子のみを考えるこ

ととし ， NxNのサイズを持つものとする。入力サイ

ズはしたがって N2 X (各点の明るさの情報量)となる

が，各点の明るさが定数オーダのピット長で表現され

ているものとしてよいので，入力サイズは O(N2 ) と

考えてよい.簡単のため入力サイズを表す記号として

n - N2を用いる。すると，入力サイズは O(n) であ

る.通常，最低でも 400 x400程度のディジタル画像は

扱う必要があるので ， n は相当大きいと考えてよい。

いま ， G を NxNの格子平面とする。つまり，
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図 1: ディジタノレ画像とその領域分割

G={(i , j) 1 i=1 , 2,..., N , j=1 , 2,..., N} 

である。各ピクセル (i ， j) tc 付与された“明るさ"を

gりとする。とれは非負の整数とする。

領域分割問題は与えられた画像からある意味のあ

る対象物に対応する領域を抽出することであり、“イ

メージ切り出し"とも呼ぼれる。領域分割の結果は人

間の自によってのみ評価されるものだが，実験にもと

づく経験から，判別分析で用いられる判別関数を最適

化する分割jが，多くの場合良い分割を与えることが知

られている。したがって，取り出す領域に関する制約

を何も与え念かったら問題は簡単で，あるしきい値以

上(または以下)のピクセルをすべて求めておけばそ

れが最適解と怠る。しかし，取り出す領域が“連絡"で

あるという制約を加えると上の最適化基準のもとで

連結な一つの領域を背景から取り出す問題は難しく

なり，一般に NP 困難であるととが示される [3J。した

がって，次のよう念より単純念場合，つまり取り出し

たい領域の境界が一本または二本の zー単調念折れ線

で定められる場合を考察する。ここで折れ線が Zー単

調とは、折れ線K沿って移動した時、 z 軸方向に関し

て逆戻りしないことを意味する。言い換えれば，その

よう念領域は垂直線を任意に引いたとき，その直線と

領域の共通部分が連結であるというととである。一本

または二本の zー単調な折れ線で固まれた領域は必ず

しも連結とは限ら念いが、本稿では連結領域のみを対

象としているので、以下では、一本または二本の zー

単調念折れ線で固まれた連結念領域を“許容領域"と

呼ぴ、抽出したい領域を So ， 背景 (Soの補集合)を SI

と表すととにする。
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さて，われわれの用いる目的関数について説明しよ

う。目的関数は，半IJ別分析で用いられるクラス問分散

(interclass variance) で，その最大化を考える。 μ=

(乞(i ，j)EG gρ/n を画像全体の明るさの平均値とする。

ni ， μ i (i = 0 ， 1) をそれぞれ集合 Siの大きさ，集合 Si

の明るさの平均値とする。す念わち. no = ISol , n1 = 

I S11 ， μ。=去工(i ，j) E8o gij , 111 オ; L(i.j)E81 gりであ
る。このとき . Soうあの分割によるクラス間分散は

V(So , SI) = no{μμ。 )Z +n1(μ 一 μI) 2

で定義される。 V{So ， SJ)の最大化は以下に定義され

るクラス内分散 (intraclass variance) U(SO , SI)の最小

化と等価であることが知られている。

U(So , SI) = 乞 (gij 一 μ0)2 +乞 (gij 一 μ1)2 
(i ,j) E8o (i ,j) E8, 

われわれは実際の応用場面を想定して重み付きク

ラス間分散 Vα (So ， SI) = nÖ(μ 一 μ0)2 + nJ(μ 一 μ I) 2

最大化という目的関数も考えた。乙の目的関数の特徴

は， αがチューニングパラメータとして働き，臼を調整

するととによって抽出したい領域 SOのサイズをある

程度コントロールできることであり，実用場面で望ま

しい特徴といえる。しかし本稿では，との目的関数最

大化のアルゴリズムの説明は省略する。

3. 領域の境界が一本の x-単調な折

れ線で定められる場合

本節で扱う場合というのは，つまりぬが画像の上

半分もしくは下半分を占めている場合である。以下の
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説明では Soが上半分を占める場合のみを考えること

にする.まずはじめに目的関数 V(SO ， SI) はつぎのよ

うに書き換えられるととに注意しておく.

V(So , St} = nOnl (μo 一 μd/n

というのは，

nV(So ,SI) = n{no(μ 一 μ。)2 + nl (μ ー μ1)2} 

= n{noμ~ +nlμ?-nμ2} 

= nõμi+n?μi + nOnl(μõ+μi) -n2μ2 (*) 

より

叫2μ (nμ)2 (noμo + nl μ1)2 だから， (*) 

nonl{μõ+μi -2μ。μd = nOnl(μ。一 μd
となるからである.

したがって，問題はつぎのように書き換えられる。

maximize D(九 SI) 三 J可可|μ。ー μd ，

すなわち，

ilmjE|(1+ ミ)(ZEJJ-Hl'
ただし H= デ 9i ，jである.ム-(i ，j)EGY

P(k) を向。 = k という制約のもとで上の目的関数

を最大化する部分問題とする.アルゴリズムは k = 

1,2,... ， n のすべての k lC. 対して部分問題 P(k) を解

き，そこで得られる解のなかで D(So ， St} を最大にす

る解を出力する。各 j (j = 1, 2,.. • , N) に対して，

fj(Xj)= :E 9り ， Xj = 0，し ， N

とする。 Xj = 0 なら上の和は O と考えるととにする。

t=nI/向。とおくと ， P(k) はつぎのように定式化され

る。

N 

P(k) : maximize ViTtI(1 + t) 乞 Ji (Xj) -HI 
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と ζ で ， Xjは格子平面 G の j~1j1C.関する決定変数

で， j~1jでは格子点 (l ， j) ， (2 , j) ,..., (Xj ， j) が So lC. 属

し ， (Xj + l , j) , (Xj + 2 ， j) ぃ..， (N， j) が SI IC. 属し

ていることを意味している o P(k) の最適解を X

(Xl ， X2ぃ .， XN) とすると ， X は必ずしも連結領域を表

現していないことに注意されたい。つまり 11 < 12 < 
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h lC. 対し ， xit > O, x j, = O, x j, > 0 なら h~I)のとと

ろで非連結κ なっているからである。連結性を保証す

るためにはとのようなととが生じないようような制

約条件を加えなくてはならないが，説明を簡単にする

ため，その点は無視して P(k) をどのように解くかに

ついて述べる。(領域が連結であるととを動的計商法

の定式化でどのように取り扱うかは次節にあるので，

そちらを見て頂きたい。)

明らかに P(k) を解くにはつぎの二つの問題 P+(k)

と P_(k) の最適解を求め，大きい方の目的関数値をと

る解を選べばよい。

N 

P+(k): ma砿XiI凶m附 ♂刀列(引(1 + tの)2乞ンfん'j (μZ勺j)ト一 H町) 
j=1 

N 

subject to 2ンj = k. 

N 

P_(k) : maximize ViTt(H ー (1 + t) 乞 fj(Xj)) 

j=1 

N 

subject to :E Xj = k. 

以下 ， P+(k) の解法について述べる (P_(k) も同様

の方法で解ける) 0 t , k, Hは定数なので ， P+(k) はつぎ

の問題に帰着される。

ー
κ一

一
Z
 

N
Z
同

o
 

c
 

e
 

・b
u
 

z
 

tu 
N
Z
M
 

0・u
q
b
 m

 
x
 

a
 

m
 

ζ とまでくると，多くの読者はお気付きのことと思

うが，問題 (1) は標準的な動的計画法を用いて解く ζ

とができる。そのための再帰方程式を作るため次式を

定義しておく。

F (I, m) = max[ 乞 fj(Xj)I :E Xj = 1 J. 

乙の式は Soが， G の最初の m 列のうち l個の格子点

を用いたときの最適解の値であり ， F(k ， N) を与える

解が問題( 1) の解と怠っている。明らかに F(l， m) は

つぎの再帰方程式を満たす。

F(l,m)=xmTFX Nlfm(zm)+F(l-zm,m-1)l 

乙の方程式から動的計画法による F(k ， N) を計算する

アルゴリズムが自然に得られる。 m 壬 N， Xm 三 N，
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and k :S n なのでとの動的計画法によるアルゴリズム

の計算量は O(N2n) = O(n2 ) ， 記憶領域は O(N2 ) = 

O(n) である。

補短 1 O(η2) 時間 ， O(n) 記憶領域で F(l ， N) ，

F(2 , N) ,..., F(n , N) が計算できる。

D(So , Sl) を最大にする分割を求めるには ， Xmの値

を各 F(l， m) の計算時に記憶しておく必要がある。と

のため n X Nの配列 X(-，・)を用意し ， X {l， m) にその

値を覚えておけばよい(これも動的計画法の標準的技

法である)。そうすれば，この配列を用いて最適分割l

が簡単に得られる。したがってつぎの定理を得る。

定理 1 n ピクセルからなる画像K対して，一本の zー

単調な折れ線による最適分割lは O(π2) 時間 ， O(n15
) 

記憶容量で計算できる。

図 2 には本手法と従来手法とを比較した実験例が

ある。従来手法より鮮明に領域分割が行われているこ

とが見て取れる。

4. 領域の境界が二本の Zー単調な折

れ線で定められる場合

本節で扱うケースは定式化は複雑になるが，基本的

に動的計画法を用いて解くととができる。境界が二本

の Zー単調念折れ線で定められる連結な領域を許容領

域と呼ぴ，そのような領域は，任意の垂直線との共通

部分が連結であるととで特徴づけられているととを

思い出して頂きたい。目的関数は前節と同じであるこ

とに注意されたい.各 j 1, 2,... ， N と各区間 1 c 

[O ， N] I'C.対して，

ん(1) =乞 gij
iEI 

を定義しておく. 1が空であることも許しておく。

t = n J/no とおき ， P(k) を前節と同様の問題として

定義する.本節では P(k) はつぎのように書ける。

N 

P( k) : ma.ximize /i声1(1 + t) 乞ん(ん)-HI 
j=l 

subject to 
N 

(i) 乞 11jl = k 
j=l 
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図 2 :われわれのアルゴリズムの実験例。(一番上

の図は入力データのディジタノレ画像、真中の図は領域

拡張法と呼ばれる方法による領域分割の結果、下の図

は我々の手法の適用結果を示している。)
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ととで ， Ij = [Xj'Yj] とすると ， Xj , Yjは格子平面の

j列に対応する決定変数で ， j~Jにおけるおの境界を

指し，格子点 (Xj ， j) ， (Xj + l ， j) ， ー・ ， (Yj ， j) がおに属

し，その列の他の点は Sl tc. 属していることを意味し

ている。上の制約条件 (ii) はおが連結であるととを

保証している。

4.1 素朴なアルゴリズム

前節と同じように ， P+(k) , Pー (k) の部分問題に分け

て考えるが，ここでは P+(k) をどのように解くかにつ

いてのみ説明する。解法は前節と同じように動的計商

法である.まずはじめに素直に動的計画法を適用する

とどうなるかについて説明する.

まず， 1 列治主ら m 列の k個のピクセノレからなり， m, 

列が区間 Iであるような許容領域のなかで，その明る

さの総和の最大値を F[k ，I， m] とする。同様に， 1 列

から m~Jの k個のピクセルからなり， m~Jの点 (t ， m)

を含むような許容領域のなかで，その明るさの総和の

最大値を F(k， t ， m) とする。また， I~Jから m~Jの k個

のピクセルからなり， m~Jのピクセルは一つも含まな

いような許容領域の念かで，その明るさの総和の最大

値を F(k ， 0, m) とする。とのとき ， P+(k) の最適解は

日1ax ) q日
So with ISo I=k 

(i ,j)ESo 

の解であり，

SoJRaJ3k L  94j=tFPN F(k,t ,N) 
with ISol=k , t= 

(i ,j)ESo 

pp だから，すべての k， t tc.対して F(k ， t ， N) を計算し

ておけばよい.その計算において，初期条件として

F(O , t , m) = F[O , I ,m] = 0 

として~く。 k>O tc. 対して ， F(k ， t ， m) は F[k ， I ， m]

からつぎの式によって計算されるととに注意してお

〈。

F(k, t , m)=?FFFlk, I , ml- (2) 

するとつぎの再帰方程式を得る。

Flk， I， ml=fm(I)+I!?FF(k-1I| ， l ， m ー 1) (3) 

if 1 手目，

Flk ， o， ml=t=rrx，NF(k， l ， m-1)・

こ ζ では便宜上， 0ε 日と仮定している。とれより動

的計画法のアルゴ P ズムが自然に得られる。

1995 年 7 月号

。(N2 ) 偶の異なる区間 Iがあり ， k ， t ， m の組み合わ

せの数は O(N4 ) 個であるので (2) ， (3) を素直に用い

ると，すべての k， t tc.対して F(k ， t , N) を計算するの

に O(N7 ) = O(η35 )時聞かかる。『はじめに」でも触

れたが，実際の応用では叫が大きいので O(n35 ) 時間

では，いくら多項式オーダといっても時聞が掛かりす

ぎる。以下ではとれを O(n25 ) に改良する方法につい

て述べる。

4.2 計算時間の改善

いま， m を固定し，すべての 1 ， t tc.対して F (l， t , m-

1 )が計算済みと仮定しよう。とのとき， (3) を用いて

F[k ， I， m] をより速く計算する方法について考えよ

う。まず，

初(k，I， m) = 守fFF(k， s， m-1)

を定義しておく。すると， (3) 式は F[k，I， m] = fm(I) 

+ω(k 一 III ， I ， m) と書ける.したがって，すべての

I , q,m tc.対して w(q ， l ， m) を計算すればよい。つぎの

等式は明かであろう。

世'(q ， [i ， j+l]， m)

= max{ω(q ， [i ， j ]， m) ， F(q， j+l ， m-l)} (4) 

つぎに各区間をその区聞が始まる添字でグループ

分けしておく。 a 番目のグループは {[i ， i ], [i , i + 
1],.. ., [i , N]} である.各グループのなかで， (4) 式を

用いて各 j tc. 対して w(q ， [i ， j ]， m) を jの小さい順に計

算する.各 Jあたりの計算量は(めから明らかに定数

オーダである。したがって，すべての k，I(= [i , j]) , m 

k対して (3) を計算するのに O(N5) O(n2 . 5 ) で

済む。

つぎに (2) 式の計算時間を改良しよう。そのため

のキーポイントはとの計算を計算幾何学の問題とみ

なし，最近注目を集めている行列最大値探索問題に

変換しその高速アルゴリズムを利用する ζ とである。

まず k と m を固定し，各区間 Itc: 対して ， Y座標が

F[k , 1, m], X 軸への射影が Iである水平線分を考える。

すると， (2) 式の解釈は，“z座標の各値 t = 1, 2,... , N 

K対して y=t 念る垂直線を引いたとき交わる線分で

高さ最大のものを求めよ"という問題になる。そのた

めに行列 Mhを各 h 1 ， 2 ，...， N tc: 対して定義する。

その (i ， j) 要素は J と a 三 h なら F[k ， [h , j] , m] ， そうで

なければ O というふうにしておく。
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M~の第 1 行(つまり Mhの第 h行)の非零要素をプラ

イオリティキューに入れておく。 M~のすべての非零要

素が M~の第 1 行に現れていることに注意すると，上

でも説明したように M~の第 1 行目の最大インデック

スが h+8 なら、第 8+1 行目までの最大値のインデッ

クスはずっとおなじものが続くのでそのあいだ

F[k , [h , h] , m],... ， F[k ぅ [h ， h + 8 - 1], m] を削除してい
けばよい.第 h+8+1 行目ではプライオリティキュー

から F[k ， [h , h + 8 - 1] , m] を削除し，最大値を求めれ

ば h+8+1行の最大値が求められる.以下，同じ作業

を続けていけばよい.プライオリティキューから要素

を削除したり最大値を求めたりするのは O(1ogN) で

できるので全体の計算時聞は O(NlogN) となる。

完全単調という性質を使うと上の計算がさらに高

速にできて ， O(N) で計算できる。紙面の都合上その

方法については省略するが興味ある読者は [1] や [2] を

参照されたい。乙れより前節の素朴なアノレゴリズムが

O(n25) tc.改善できた。

行列 Mh図 3

行列 Mhがどのような構造になっているかについて

は図 3 を参照されたい。このようにして得られた行列

Mhの t 行の最大値を Th(t) とする。(もしもある行で

同じ値の成分が最大値を取る時は、もっとも大きいイ

ンデックスを用いる) .すると，

定理 2 n ピクセノレからなる画像に対して，二本の x

単調な折れ線による最適分割は O(n2~) 時間で計算で

きる。

本稿では画像の領域分割という問題に対して領域

の境界を定める折れ線が Zー単調という場合に限って

多項式時間アルゴリズムがどのように構成できるか

を見てきた。アルゴリズムで用いる解法は標準的なテ

クニックであり実現も容易である。とのアルゴリズム

がどの程度実用に供するものかをみるための予備実

験を浅野氏のグループが企業と共同ですでに行ってお

り，その結果は良好であるという報告を受けている。

また，本稿では触れるととができなかったが，前節

おわりに5. 

が成り立つので，高速に r，， (t) を求めることができれ

ば maXtEI F[k , 1, m] は各 t あたり O(N)で計算できる。

r，， (t) の高速計算法はつぎのようにして実現できる。

まず，行列 Mhの最初の h -1 行を除く。とのよ

うにして得られる横長の行列 (M~ と書くことにする)

は完全単調 (totally monotone) と呼ばれるわれわれ

にとって実に都合のよい性質がある [1].行列が単調

(monotne) というのは，各行の最大値のインデックス

は行のインデックスが増えると大きくなる(非減少)

というものであり，完全単調というのはこの性質がす

べての部分行列に対して成り立つというものである.

ζ のような行列のすべての行の最大値が O(N) 時間で

求められるという ζ とが知られている [1]. その方法

について説明しよう。われわれの行列 M~が完全単調

であるというのは簡単に分かる.簡単のため単調とい

うことだけを示しておこう。 M~の第 1 行は Mhの第 h

行であるととに注意して:lö'くと ， M~の第 1 行目の最

大インデックスが h+s なら、第 s+l行目までの最大値

のインデックスはずっとおなじものが続き、第 s+2行

目では、この成分が対角線の左に消えてしまうので、

最大インデックスが当然それより右にある、というよ

うにジグザクに変わっていくととから明らかである.

単調という性質を使うと，すべての行の最大値を

O(NlogN) 時間で求めることはプライオリティキュー

(priority queue) を用いると簡単にできる。はじめに

m.!1?C F[k ,I, m] =, '?~.. rh(t) 
tEI "=l ,2 ,..,N 
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のアルゴ P ズムはさらに O(n2 ) 時間、 O(n) 記憶領域

まで改良が進み. O(Eー l n log H) 時間のεー近似アルゴ

リズムも得ている(乙こで Hは画像の明るさレベルの

総和である)。

今後の課題としては取り出したい画像の境界が x

単調でない場合についてのよい近似アルゴリズムの

開発を行うととである。

参考文献

1. A. Aggarwal, M.M. Klawe , S. Moran, P.W. Shor, 

and R. Wilber: "Geometric applications of a 

matrix-searching algorithm ," Algol'ithmica, Vo1.2, 

pp.195-208, 1987. 

2. 浅野哲夫，計算幾何学，朝倉書店， 1990.

3. T. Asano, D. Chen, N. Katoh , and T. Tokuyama, 

Polynomial Solutions to Image Segmentation，情

報処理学会アルゴリズム研究会資料， 95-AL-45, 

1995 年 5 月

4. A. Rosenfeld and A.C. Kak，ディジタノレ画像処理，

(長尾真監訳)，近代科学社， 1978.

5 高木幹雄，下回陽久監修，画像解析ノ、ンドブック，

東京大学出版会， 1991. 

1995 年 7 月号

7月号・特集 偶数月 18日発売/定価930円

ベールを脱ぐ Windows95 
Windows 95- より人間に近づいた新OS/ネットワー

ク機能/プログラミング環境/信頼性が向上したマル

チタスク OS Windows 95 

直~スーパーテクニックfor Macintosh 他

毎月 20日発売/定価980円

段現代の不等式
その諸分野での活躍

不等式雑感 小沢真
基礎の不等式 竹之内情
数理物理と不等式主に Ising m回el における相関不等式について

樋口保成
函数論と不等式単葉函数に関連した話題 小中i季聖二
等周不等式 浦川肇
散乱論と Rellich の定理 井)1 1 満
Trundinger の不等式その最良定数をめぐって 小川 卓克
調和解析と不等式 猪狩慢
数値解析と不等式 田端正久
非線形シュレディンガ一方程式と不等式 堤 正義
Höldler 連続関数と楕円型方程式の解のアプリオリ評価

藤原大輔

| 別冊数理科学 _1WiII1I1iiiI 
「力J とは何か
図1.力の概念
力とはなにか/力学を考える/カの本質を秘める逆 2 乗目IJ
/力概念の成立史をめぐって
悶 n. 重カ
重力概念のはじまり/一般相対論における力/反物質はどち
らへ落ちる?/重力の遮蔽
。 m. 電磁気力
電磁気力とはなにか/つりあっているテコがl骨|る/分子問の力
図N. 素粒子と核カ
核力をめぐって/クオーク幽閉/低次元の QED 他
固 V. 回転系のカとコマ
コリオリ力/対称、でないものは基本法則でない/地球という
コマの上の力学/コワレフスカヤのコマ他

固VI. 身近な力
運動と摩擦力/ボートの力学/ヨットはなぜ進むか

一
凸
U

土
坤
側

主
目
た
替

ス
ー
振

ン
州
側

E

者
丸

二
京
日

イ
崎
、
附

サ
干
包

(27) 369 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




