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内点法 (1) 一一概論一一
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1. はじめに

内点法は 1984 年に Karmarkar [7]により発表され

てから，最適化問題などを解く方法として活発に研究

されている.ある調査によれば， 1993 年までに内点法

に関する論文が 1300 通以上発表されている. Karmar. 

kar は，内点法の理論的な収束性を示しただけでなく，

線形計画問題の解法として内点法が単体法よりも実際

に高速で、あると報告した.内点法は， Karmarkar 以前

にも非線形計画問題の解法として Fiacco and McCor. 

mick [2J により研究きれた.また Dikin [lJ は，ア

フィンスケーリング法と呼ばれる最も単純な内点法を

1967 年に提案した.

最適化問題は，等式と不等式で表わされた制約条件

を満たす実行可能解のうち， 目的関数を最小(または

辰大)にする最適解を求める問題である.たとえば，

線形計画問題は

最小化 cTx 制約条件 Ax=b, Bx:::>d 

と表わされる.制約条件に含まれる不等式を等号では

なく厳密に不等号で満たす (Bx>d) 点を内点と呼ぶ.

1 つの内点が与えられているとき，その近傍において

は不等式制約をあまり考慮せずに，等式制約条件のみ

のもとで目的関数を減少きせる新しい内点を計算する

ことが可能で、ある.内点法は，初期内点からこの手続

きを繰り返す.線形計画問題では，最適解は内点では

なしいくつかの不等式を等号で満たす境界点である.

したがって，内点法は最適解以外の境界に近づかない

ように工夫しながら，最適解に近づく点列を生成する.

内点法は，線形計画問題だけに限らずきまざまな問

題を解くことができる. 2 次計画問題，非線形計画問

題，整数計画問題などほとんどの最適化問題に適用で
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きる.また線形計画問題 2 次計画問題の最適化条件

を数学的にモデル化した線形相補性問題，それを一般

化した非線形相補性問題も解くことができる.ゲーム

論における均衡解を求める問題も線形相補性問題とし

て定式化すれば内点法を使うことができる.最近では，

最適制御の分野において非負定値行列問題の解法とし

ても研究されている.

内点法が活発に研究きれている理由は 2 つある. 1 

つは，その理論的収束性が優れていることである.一

般的にアルゴリズムは，問題の規模(変数の数，デー

タの大きき等)が大きくなるにつれて，多くの計算と

メモリーを必要とする.計算量とメモリー量が問題の

規模に関して多項式関数で表わきれる上界で抑えられ

るとき，アルゴリズムが多項式オーダであるという.

線形計画問題を解く単体法は，多項式オーダであるか

どうか不明で、あり，いくつかのピボット法に対して多

項式時間で解けない例題が存在する.内点法は，線形

計画問題，凸 2 次計画問題，単調な(非負定値)線形

相補性問題などを多項式オーダで解くことができる.

もう 1 つの理由は，実際に大規模な線形計画問題を

高速に解くことができることである. 1979 年に Kha

chian [8J によって提案きれた楕円体法が理論的に多

項式オーダであったにもかかわらず，実用的に単体法

に太刀打ちできなかったのと対照的である. Lusting 

et aI. [15J は，大規模な問題を解〈場合には総合的に

判断して内点法が単体法に実用上勝っているという結

果を発表した.

2. アルゴリズム

内点法は，初期(実行可能または実行不能)内点が

与えられたときに，探索方向を求めてその方向にある

ステ、ノプサイズ進むという操作を繰り返すことにより

内点を次々に更新し，最適解に十分近い点で停止する.

このときの初期内点の求め方と停止条件については 4
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節で解説する.この節では，内点の更新方法に焦点を

あてアルゴリズムを説明する.

Fiacco and McCormick [2J が研究したアルゴリズ

ムは罰金関数法またはペナルティー関数法と呼ばれて

いる.罰金関数は，制約領域の内点で定義され，境界

に近づくと発散する関数である.この罰金関数に重み

をつけて目的関数に加えた拡張目的関数を定義する.

このときの重みを固定して拡張目的関数の最小値を求

める操作と重みをパラメータとして更新する操作を交

互に行なう方法である.すなわち，この重みがゼロに

近づくとき，拡張目的関数の最小解が問題の最適解に

収束するという性質を利用する.この方法は，今野・

山下[l3J に詳しく解説されている.

Dikin [lJ により提案されたアフィン・スケーリン

グ法は最も単純な内点法であり，実用的にも高速に問

題を解くことができる.内点が与えられたとき，アフ

ィン変換を使ってその点を制約領域の中心に移動し，

制約領域に含まれる球面上で目的関数を最小化し，逆

アフィン変換により戻した点を求める.アフィンスケ

ーリング法には，主問題あるいは双対問題を解く場合

と，主問題と双対問題を同時に解く場合の 3 つのタイ

フ。カぎある.

Karmarkar [7J の提案したアルゴリズムは， Karｭ

markar 法または射影変換法と呼ばれている.この方

法は，アフィンスケーリング法がアフィン変換を使う

のに対して，射影変換を使う. Karmarkar の発表した

ときには，最適値が O である，問題がほとんど同次形

をしているといったことが仮定されたが，これらの仮

定を必要としない射影変換法も提案されている.この

方法が実用的に高速であるという数値実験の結果は報

告されていない.

Karmarkar 以後に多くのアルゴリズムが提案され

ている.その中で最もよく知られているパス追跡法と

ポテンシャル減少法を概説する.

内点法では，最適解以外の境界に近つカミないように

内点を生成することが計算効率を上げるために重要で‘

ある.境界から最も離れた点として， Sonnevend[22J 

により定義きれた解析的センターがある.それは，そ

れぞれの不等式で表わされた境界との距離の積をある

有界集合上で最大にする点である.解析的センターの

集合として形成きれるセンターパス (path of centers) 

が内点法を理解する上で重要な概念であるので，線形

計画問題を例として説明する.内点が任意に与えられ

たとき，その点と目的関数値が等しいような実行可能
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図 1 センターパス

領域を考える.最適解の集合が有界ならば，この領域

も有界であり，解析的センターが存在する.この解析

的センターは，最適値より大きな目的関数値に対して

それぞれ 1 点存在する.目的関数値をパラメータとし

て動かすと，解析的センターの集合はなめらかなパス

となり，それをセンターパスと呼ぶ(図 1). 上記のパ

ラメータ値を最適値に近づければ、'センターパス上の

点は最適解に近づく.パス追跡法は，センターパスか

ら離れないような内点列を生成する方法である.具体

的にはセンターパスの近傍(センターパスを含む集合)

を定義し，その外へ出ないような内点列を生成する.

すなわち，その近傍上の内点で探索方向を求め，近傍

から出ないようなステップサイズだけ探索方向に進む

ことにより内点を更新する.

主問題と双対問題を解〈パス追跡法は， Kojima et 

al. [11J と Tanabe [23J により提案きれた.主双対

問題のセンターパスは，パラメータを持つ方程式系の

解集合として表わされる.探索方向は，この方程式の

解を求めるニュートン法により計算される.センター

パスの近傍も簡単に定義でき，その近傍から出ないよ

うにステップサイズを求める. Mizuno et al. [18J は，

プレディクタ・コレクタ法と呼ばれるパス追跡法を提

案した. このアルゴリズムは，プレテゃイクタステップ

で双対ギャップを減少きせる操作と，コレクタステッ

プでパスの近くに戻るという操作を交互に行なう.

ポテンシャル関数は， Karmarkar により導入され

た.内点に対して定義され，最適解以外の境界に近づ
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くと+∞に発散するが，最適解では一∞に発散する.

逆にポテンシャル関数値がー∞に発散する任意の点列

は最適解に近づくという性質を持つ.ポテンシャル減

少法は，この性質を利用して，ポテンシャル関数値

が一∞まで減少する内点列を生成して最適解を求める.

すなわち，内点において探索方向を求め，ポテンシャ

ル関数値がもっとも減少するステップサイズを計算す

る. Iri and Imai [6J が導入した乗法的罰金関数も(対

数をとれば)この性質を持つ.このような性質を持つ

ポテンシャル関数を定義するには，主問題の点列のみ

を生成する場合には，前もって最適値が必要である.

最適値が不明な場合には，最適値の下界値をパラメー

タとして持つポテンシャル関数を定義し，その下界値

を更新する必要がある.線形計画問題の主問題と双対

問題を同時に解〈主双対ポテンシャル減少法では，こ

のようなパラメータを必要としない.

3. 内点法の理論的収束性

内点法の理論的収束性についての研究成果は，初期

点が実行可能な場合とそれ以外の場合で異なる. Karｭ

markar の発表から 1991 年までは，初期点が実行可能

であるという仮定のもとで内点法の理論的収束性が研

究された.実際の計算実験においては， 1989 年頃から

実行不可能な初期点を使ったアルゴリズムが Lustig

et al. [14J らにより提案され，実際に高速に問題を解

くことも報告された.このようなアルゴリズムの理論

的な収束性が明らかにきれたのは 1991 年の末以後で

ある.初期点が実行可能とは限らない場合のアルゴリ

ズムをインフィージブル内点法(Ïnfeasible-interior

point methods) と呼ぶ.

Dikin の提案したアフィンスケーリング法は，初期

の段階では問題が非退化であるという仮定のもとでの

み収束性が示きれた. Tsuchiya and Muramatsu [26J 

は，退化している場合にもアフィンスケーリング法が

大域的に収束することを証明した.しかしアフィン

スケーリング法で必要ときれる計算量は多項式オー夕、

で抑えられていない.

Karmarkar 法は，反復回数が O(nL) で抑えられ

る多項式オーダ、のアルゴリズムである.ここで， n は変

数の数を表わし， L は問題を計算機に記述するのに必

要な総ビット数を表わす.そして， O(nL) は nL の

高々定数倍で抑えられるという意味である.内点法で

は 1 反復ごとに nXn 行列で表わされる連立 1 次方

程式を解くので，その計算に O(η3) の基本演算を必

1995 年 6 月号

要とする.したがって，全体として 0(n4L) の基本演

算を必要とする. Karmarkar は，行列の部分的な更新

を使うことにより，全体の計算量を O(n口L) まで減

少できることも示した.反復回数が 0('/五L) で抑え

られるアルゴリズムは， Renegar [21J により提案され

た. Renegar の提案した方法はパス追跡法で、あるが，

o (/i�) 反復のポテンシャル減少法も存在する.こ
れらと同じ計算量を必要とする多くのアルゴリズムが

提案きれているが，反復回数が理論的に 0(./五L) よ

り少ないアルゴリズムはいまだに発見きれていない.

o (./i�) 反復のアルゴリズムに行列の部分的更新を
使えぽ，全体の計算量を 0(n3L) に抑えることができ

る.

多項式オーダの内点法では，反復ごとに目的関数値

と最適値の差が線形的に減少する.これは広い範囲の

内点に対して成立する性質であるが，アルゴリズムで

生成される内点が最適解に十分近つ、けば，さらに速く

収束する可能性がある.そこで， 1990 年頃から内点法

の局所的な超 1 次収束性に関する研究が活発に行なわ

れた.初期の研究では，問題が非退化である，あるい

は点列が収束するという仮定のもとで超 1 次収束が証

明された. Tsuchiya [25J は，非退化の仮定をしなく

とも Iri-Imai 法 [6J が超 1 次収束することを示した.

そして， Ye et al. [27J らはプレテ、ィクタ・コレクタ

法 [18J が超 1 次収束することを証明した.

実行可能とは限らない内点を初期点とするインフィ

ージブル内点法の大域的収束性は， Kojima et al. [9J 

により示きれた. Zhang[29J は，そのようなアルゴリ

ズムで必要とされる反復回数が多項式オーダ

0(n2L) で抑えられることを証明した.きらに計算オ

ーダの低いアルゴリズムは， Mizuno [I 7J により提案

きれた.その反復回数は O(nL) であり，現在のとこ

ろ， もっともオーダの低いインフィージブール内点法て引

ある.局所的に超 1 次収束するインフィージフゃル内点

法は， Potra [20J らにより提案された.

4. 初期点と収束判定

内点法は，内点を次々と更新することにより解に収

束する点列を生成する方法である.そこで，初期内点

をどのように準備するか，そして，いつどのように収

束を判定するかといった問題が起こる.ここでは，線

形計画問題について解説する.

まず始めに初期点として実行可能な内点を使う場合

について考える.一般に，線形計画問題の実行可能解
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を求めることは，最適解を求めることと同程度に難し

い.そこで，実行可能内点を求めるためには，人工問

題を作る必要がある.単体法の場合と同様に，人工問

題には 2 つのタイプがある. 1 つのタイプは，その最

適解が元の問題の実行可能内点となる人工問題であり，

人工問題を解く過程をフェイズ 1 ，そこで得られた実

行可能解から元の問題を解く過程をフェイズII と呼ぶ.

他のタイプは，明らかな初期実行可能解を持ち，その

人工問題の最適解を求めることにより，元の問題の最

適解を求めることができるか，あるいは実行不能で、あ

ることを判定できるような問題である.このような人

工問題を作るにはビッグエム (bigM) と呼ばれる大き

な係数を必要とし，その定数が小きすぎると問題の実

行可能性の判定に失敗する可能性があり，大きすき、る

と計算効率が悪くなるというジレン?に陥る. Ye et 

al. [28J は，ビッグエムを必要としない同次自己双対

問題 (homogeneous and self-dual problem) を人工

問題として使う方法を提案した.

インフィージフ守ル内点法の初期内点は簡単に求めら

れる.スラック変数を使うことにより，線形計画問題

のすべての不等式条件を非負条件で表わせば，任意の

正の点が内点となる. したがって，初期点として，た

とえばすべての要素の値が l という点を使える.理論

的には大きな値の初期点を使うと計算量を多項式オー

ダで抑えることができるが，実際の計算では問題の性

質などを利用して初期点を選ぶことになる.初期点の

選び方がインブイージブル内点法の計算効率に大きな

影響を与えるが，最適な初期点の選び方は判明してい

ない.

内点法の収束条件として目的関数値と最適値の下界

値の差が 2 -2L であるという不等式を使えば，その条

件を満たす内点から目的関数値を増加させない端点を

計算することにより，最適解を得ることができる.し

かし，問題のサイズを表わす L は大きな値であり，計

算機上で 2 -2L より小さな値を計算することは非現実

的であり，実際には計算機に依存した十分小きな数を

使う.また，インフィージブ、ル内点法て、は， 目的関数

値だけでなく，実行可能性も収束判定につけ加えなけ

ればならない.

5. 実用的な内点法

内点法にはさまざまなアルゴリズムがあることを 2

節で述べたが，線形計画問題を解く内点法を実際にプ

ログラミングする場合には，計算効率を高めるために
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以下のことを考慮することが大事で、ある.

1.主問題を解く主内点法，双対問題を解く双対内

点法，あるいは主問題と双対問題を同時に解く主

双対内点法のいずれを使うか?

に初期点をどうするか 7

3. 探索方向の求め方.

4. ステップサイズの決め方.

5. 連立 1 次方程式の解法.

最近行なわれている内点法の数値実験では， Lustig 

et al. [14, 15J に代表きれるように，主内点法ある

いは双対内点法よりも主双対内点法が使われている.

その理由は，主双対内点法が主問題と双対問題の関係

をうまく利用した内点法であり，計算速度が実際に速

いからであろう.また，主双対内点法は，初期内点が

実行不能の場合にも実行可能な場合とほとんど同じよ

うにプログラミングできるという利点もある.

初期点については，はじめから実行可能解の得られ

る特殊な問題を除いて，実行不能な内点が使われてい

る.その理由としては，人工問題を使う場合にはビッ

グエムの値の決め方が難しい，人工問題のサイズが元

の問題より大きくなり計算効率が落ちるといったこと

がある.またフェイズ I と II を使う場合には 2 つの

問題を解くために計算時間が倍程度かかる.人工問題

として Yeetal. [28J の提案した同次自己双対問題を

使うことにより，計算効率よく線形計画問題を解くと

いう報告もある.

内点法て、使われるほとんどの探索方向は，センタリ

ング方向とアフィンスケーリング方向と呼ばれる 2 つ

の方向の凸結合で表わすことができる.アフィンスケ

ーリング方向は，その名が示すようにアフィンスケー

リング法で使われる方向である.センタリング方向は，

解析的センターを求めるためのニュートン方向である.

探索方向は，この 2 つのベクトルを凸結合するときの

重みにより決定される. Lustig et al.の数値実験では

アフィンスケーリンクボ方向に 99%以上の重みを与え，

ほんの少しだけセンタリンク、、方向に重みを与えている.

ステップサイズについては，理論的にはパス追跡法

またはポテンシャル減少法などにより決定する必要が

あり，その場合に多項式オーダ性が達成できる.しか

し，実際に数値実験」た結果の報告では，理論的に収

束が保証きれているステップサイズより長くとる場合

に計算効率がよい.すなわち，理論では最悪の場合を

考えて危険な行動をとらないが，実際にはある程度冒

険した方が速いといったことであろう. Lustig et al. 
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が使っているステップサイズは，現在の点から探索方

向に向かつて実行可能領域の境界に達するまでのステ

ップサイズに一定の割合 (99%以上)を乗じて計算さ

れている.

線形計画問題の係数行列は，ほとんどの要素が O で

ある.そのような行列は疎行列と呼ばれる.この疎行

列の性質を使い，連立 1 次方程式を効率よく解かなけ

ればならない.よく使われる方法は，行列の Cholesky

分解である.このとき，分解した行列が疎構造を保持

するように，前もって変数あるいは制約式の順序を並

べ変えることも重要である.

6. おわりに

これから内点法を勉強する，あるいは研究する場合

に参考となる文献をいくつか紹介する. Karmarkar 

法については， Goldfarb and Todd [3J が最もよい参

考書であろう. Hertog [5J は，線形計画問題 2 次計

画問題，凸計画問題を解く罰金関数法とパス追跡法を

研究し，多項式オーダの計算量について詳しく議論し

ている.パス追跡法とポテンシャル減少法については，

それぞれ Gonzaga [4J と Todd [24J に要領よくまと

められている.線形相補性問題の内点法については，

Kojima et al. [10J にパス追跡法とポテンシャル減少

法が解説され，理論的な結果もすべて証明されている.

非線形計画問題の内点法は， Nesterov and Nemirovsｭ

ki [19J がセルフコンコーダント (self-concordant)

関数を導入し，統一的に扱っている.日本語の文献と

しては，今野口2J の第l4章に内点法が取り上げら

れ， Karmarkar 法，罰金関数法，アフィンスケーリン

グ法， IriImai 法などの初期に発表きれた内点法が要領

よく解説されている.水野 [16J には，主双対内点法

が詳しく説明されている.

残念ながら，上記で紹介した文献はほとんどすべて

初期点が実行可能な内点法のみを扱っている.インフ

イージブル内点法の結果をまとめた文献は見あたらな

い.この解説の第 2 講では初期内点が実行可能な場合

の線形計画問題の内点法，そして第 3 講ではインフィ

ージブル内点法について解説し，最後に第 4 講で線形

相補性問題と非線形計画問題の内点法についてまとめ

る予定である.
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第26固石川賞(推薦・応募)

326 (40) 

対象函塾雪経営の近代化あるいは製品やサービスの品質向上に寄与す

る新しい手法またはシステムの開発あるいは既存の手法，システムの新

たな適用方法の開発または改善を図ることで顕著な業績をあげた企業

または団体

唖亙雪経営の近代化，製品やサービスの品質向上に寄与する新し

い手法またはシステムを開発した個人または小人数のグループ

応募期間目 6 月 15 日(木)- 7 月 14 日(金)
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