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CFAを用いた対数型DEAモデル

平瀬啓太，山口俊和，合田充利，福川忠昭

1. はじめに

DEA (Data Envelopment Analysis) [4] は，企業体

などの多入力多出力システムの相対的な効率性を総

合的に評価する手法である.

従来の DEA では，入力一出力平面で一般的に言わ

れている S 字型の生産関数を表すことができなかった

(後述の図 1 参照).これに対し， Banker らが入出力債

を対数変換して取り扱う区分的線形対数型(以下対数

型と略す)モデル [2] を提案している.本研究では，こ

の対数型 DEA モデルに，効率的フロンティアを拡張

する手法である CFA(Constrained Facet Analysis )[3] 

の考え方を適用した新たな DEA モデルを提案する.

提案する DEA モデルでは，限られた領域だけに存在

する従来の効率的フロンティアではなく，全領域に存

在する効率的フロンティアが得られる.

この新しい効率的フロンティアを用いることによ

り，従来の DEA モデルがもっ D 効率値に関する様々

な問題が解決され，より妥当な効率性の評価が可能に

なる.また，場合によっては改善情報を得ることがで

きなかった従来のモデルの改善案とは異なり，どのよ

うな場合でも改善可能な情報を得ることができる.

2. 既存の DEA モデル

DEA では，評価対象を DMU (Decision Making 

Unit) と呼ぶ.各 DMU は各々同種類の複数の入力値
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と複数の出力値を持つ.入力植，出力値ともに正値で

あり，入力債は小さい値，出力値は大きい債が効率の

面から望ましいものとする.

いま， n f困の DMU があり，各DMU はm積類の入力

債と， k種類の出力値を持っているものとする. DMUi 
の i 番目の入力値を Xij' r 番目の出力値を Uりとする.

評価対象となる DMU の入出力値の集合から，入出

力債のとりうることのできる範囲である生産可能集

合を考えることができる.基本的な DEA モデルのう

ち，スケール効果を考慮した DEA モデルである BCC

(Banker, Charnes, Cooper) モデル山の生産可能集

合は，次式によって示される.
n 

約三 LX;i λJ (i=1 ， 2 ， ・ ， m) (1) 

i=l 
n 

Yr 三 2ンηλJ (r=1 ,2.... , k) (2) 

i=l 
n 

L 入'i = (3) 
j=l 

λj 2: 0 (j = 1 ， 2γ ・・ ， n) (4) 

生産可能集合の境界面を効率的フロンテイアと呼

び，効率性の評価に用いる.効率的フロンティア上に

ある DMU は，入力に関する余剰と出力に関する不足

がないと考えられ， D効率的な DMU と呼ばれている.

逆に効率的フロンティア上にない DMU は，入力の余

剰，あるいは出力の不足があり， D 非効率的な DMU

と呼ばれている.

効率性の尺度としては，評価対象の DMU の入力催

を一律縮小，あるいは出力値を一律拡大して，生産可

能集合内でどこまで縮小あるいは拡大できるかといっ

た備で表される.もし，これ以上縮小・拡大ができな

いのなら，その DMU は効率的フロンティア上にある

ので D 効率的と評価され，縮小・拡大が可能なら， D

非効率的と評価される.
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この縮小率そのもの，あるいは拡大率の逆数を D効 幽カ

率値と呼ぶ.D 効率値は O から 1 の値を取り，その値

が 1 になる DMU は， D 効率的な DMU と評価され I 

る.また，効率的フロンティアまで一律縮小・拡大し

た値そのものは，その DMU の改善案と考えることが

できる.

D 効率値は，評価対象の DMU ごとに線形計画問

題を解くことによって得られる.評価対象の DMU を

DMUa とすると ， BCC モデルの線形計画問題は次の

ようになる.

(BCC) 

最小化

叩α 一九(乞 st + L:s;) 

制約条件
n 

9山-}:ンij λj-4 = 0 
j=l 

(i = 1 ， 2 ，・" m)(6) 
n 

2二 Yrj λj -S; Yra 

j=l 

(r = 1 ， 2 ，・・・， k) (7) 
n 

2二 λ2 (8) 
j=l 

λj ， st ， s;: 三 0 ， Ba は符号無制約 (9) 

なお ， P1 ， P2は付順係数 (P1 ~>乃)であり ， Baは入

力に関する縮小率， st ， s;: は，生産可能集合の不等式

に関するスラック変数にあたる.

この問題の最適解0;が D 効率値になる.D 効率植

が 1 の DMU のうち，最適解のスラック変数である

st* , s;:*がすべて値を持たないもののみが D 効率的

と評価される.そうでない場合には，たとえ D 効寧

備は 1 であっても D 非効率的と評価される.効率性の

指標である D効率値だけで評価を行うのではなく，ス

ラック変数の値も加味した上で効率性を評価しなけれ

ばならない.また， DMUaが D 非効率的である場合，

D 効率的になるための改善案可-;， Yraはそれぞれ次の

事
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(i= 1 ， 2 ， ・・ .， m)(10)

(r = 1,2,..., k) (11) Yra = Yra - Sr 事

これらの式からわかるように，従来の DEA モデル

では，改善案を得る際にも D 効率値だけではなく，最

適解のスラック変数の値も利用しなければならない.

これは，効率的フロンテイアが限られた領域にしか存

在しないため，入出力値を一律縮小・拡大した値が，

614 (40) 

。
入力

(5) 

図1: S 字型の生産関数と BCC モデル

その領域からはずれた場合に，スラック変数でその値

を補正する必要があるためである.

3. 対数型 DEA モデル

一般的に経済学では，入力一出力平面でのスケー

ル効果は図 1 の太線部分のような S 字型の生産曲線

としてあらわされるといわれている内この生産曲線

は DEAの効率的フロンティアに相当するものである.

BCC モデルはスケール効果を考慮したモデルになっ

ているが， S 字裂の生産曲線を持つ場合の生産可能集

合の謹んだ部分(図 1 参照)を正確に表すことはでき

ない.

この問題に対して， Banker らによって対数型の

DEA モデルが提唱されている [2]. 入出力健を対数変

換した値で取り扱うことにより，従来の BCC モデル

では不可能であった S 字型の生産曲線を表すことがで

きる.この対数型モデルの定式化を以下に示す.なお

以後 の付いている記号は対数をとった値とする.

(L-DEA) 

最大化

P19a + P2 (乞 S; + 2:s;) 

制約条件

(12) 

2ンミ~+sf = 志向
j=l 

(i = 1 ， 2 ，・・ , m)(13) 

一元+乞 Yrj λj -S; = 仏a

(r = 1, 2, . • • , k) (14) 

2二 λj (15) 
j=l 

λj ， st , s;: 主 0，むは符号無制約 (16)
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この問題ではらが一律拡大率に相当する.最適目的

関数値完の対数値を元に戻し，さらに逆数をとった植

である(完)一1 は， D 効率値と同様に 0 から 1 の値をと

る.ここでは，この値を "L-D 効率催'と名付けること

にする. L-D 効率値が 1 で，かつスラック変数である

sfvfのすべてがO であるとき，そのDMU は L-D 効

率的な DMU であるとし，そうでなければL-D非効率

的な DMU であるとする.対数型 DEA モデルでは縮

小，拡大は減算，加算で表される.入出力値のスケー

リングによっては対数値が負になることもあるが，そ

のような場合も合めて L-D 効率値は不変である.

4. 対数型 DEA モデルの拡張

DEA モデルでは，入力の縮小率，出力の拡大率を

同ーの変数で取り扱い，入力，出力ともに固定項目{

制御不能項目)が選べるような定式化が望ましい.そ

のような定式化ができれば，小さい方が望ましい項目

を入力側に，大きい方が望ましい項目を出力側にした

上で，産出に関する項目のみを固定して，投入に関す

る項目の変化で効率性を評価することが可能となる.

また逆の方法での評価や，投入，産出すべてに関して

自由な変化を許すといった従来の定式化では扱えなか

った考え方も可能になる.また，このモデルは入力の

全項目固定，あるいは出力の全項目固定といった従来

の定式化も合んでいる.

本研究では Banker らの対数型モデルに対して，上

記の考え方を導入した対数型 DEA モデルを提案す

る.その定式化は次のようになる.

(L-DEA 1/0) 

最大化

P1ら+乃(乞 st + 三;J?)
制約条件

(17) 

ここで ， F(I), F(O) はそれぞれ入力，出力の固定

項目の添字集合である.また，効率性の評価方法は

Banker らのモデルと同じである.

5. 拡張した対数型 DEA モデルへ

の CFA の適用

本研究では，上述の拡張した対数型 DEA モデルに

対して CFA[3] の考え方を適用したモデルを提案する.

DEA では，効率性の評価を行う際に， D 効率値の

みでは効率的，非効率的の判断を下せないという問題

がある.この問題に対して，効率的フロンテイアの裾

を延長して，従来のモデルより広い効率的フロンティ

アを構築するという CFA が提案されている.これに

より， D 効率値のみで評価を行えるようになる.

図 2 のように，出力値がすべて一定である 2 入力 1

出力の例の場合，従来の DEA では効率的フロンテイ

アが直線 AD 上， DE 上にしか存在しないため， B,C 

は対応する効率的フロンティアがなく， D 効率値のみ

では評価ができない DMU である.しかし， CFA によ

り効率的フロンテイアを破線部分にまで延長すること

で，対応する効率的フロンテイアが構築され， B ，C も

D 効率値のみで効率性を評価することができる.

しかしながら，この CFA はスケール効果を考慮し

ない CCR(Charnes ,Cooper ， Rhodes) モデルで、固定項目

がない場合にしか用いることができない. BCC モデ

ルや，固定項目がある場合には評価できないことがあ

る.図 2 の例でも，破線部をさらに延長すると負の領

域になってしまう. DEA では一般に入出力値が正値

であるとしているので，これに反することになる.ま

た，対応する効率的フロンティアが負になってしまう

入カ2
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20 入カ1

図 2: 2 入力 1 出カ(同一出力値)の例
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図 3: 2 入力 l 出力(同一出力傭，入力 2 固定)の例

と，いくら入力を縮小しでも，効率的フロンティアに

は到達しない(図 3(a)) .そのため，非効率的とわかっ

ても， D 効率値を与えることができず，改善案も提示

することができない.このように，固定項目がある場

合や BCC モデルには， CFA を用いても，改善案を与

られない場合がある.

このような問題点に対して，対数型 DEA モデルに

CFA の考えを適用すれば，負の領域に入ることなく

正値全領域に広がる効率的フロンティアを構築するこ

とができる.この新たな効率的フロンテイアを用いれ

ば，固定項目があった場合でも，すべての DMU に対

してスラックのない効率値と，改普案を提示すること

でき，かっ， BCC モデル以上にスケール効果を考慮

した効率値を得ることができる.

これは，たとえ得られた対数値が負の値になったと

しても，対数を元に戻した値では正値を維持している

ことを利用している.例えば，先ほどの例の 2 つの

入力値を両対数座擦にした座標上で効率的フロンテ

イアを直線的に延長した場合(図 3(b))では，両対数

座標上なのでどんな効率的フロンティアの債も元に戻

せば負の債はとらない.また，座標系を元に戻してみ

ると，延長された効率的フロンティアが双曲線になる

ために，負のf直をとることがなくなったことがわかる

(図 3(c)) . 

これにより，固定項目が存在する場合にも，一つの

制御可能な入出力項目さえあれば，すべての DMU に

対して，一律縮小・拡大率のみで，効率性の評価を行

うことができ，改善案を提示することが可能になる.

具体的な分析手順は次のようになる.

[ステップ1]すべての DMU について (L-DEA 1/0) 

616 (42) 

を解く. L-D効率的な DMU，スラックの値のない L-D

非効率的な DMU については， (完)一 1をその L-D 効率

債とする.

[ステップ 2] ステップ 1 で L-D 効率値が決定でき

なかった DMU に対して，効率的フロンテイアを構成

する DMU のλの非負条件をはずすことで，効率的フ

ロンティアを，従来の内分点から構成される面に，外

分点を加えることにより拡張する.

また，効率的フロンティア面は，入力項目と出力項

目を加えた数の次元の超平面になる.その耐を構成す

るためにはその次元数だけの L-D 効率的な DMU が

必要になる.そのため， L-D 効率的な DMU を新たに

いくつか選ぶ必要がある.この数を u とする . u の

数は (L-DEA 1/0) の解において値を持ったスラック

変数の数であり ， u = (入力項目数)+ (出力項目数)一
(既に値を持つλの数)である.

新たに加わる DMU の候補となりうるのは，すでに

λに値を持っている DMU 以外の L-D 効率的な DMU

である.この候補の数を p とする.一般に p> u で

ある.

この候補から，求めるべき DMU の組み合わせを得

るため ， pG"f困のすべての組み合わせについて，次の

連立方程式を解く.

n 

五+乞布λj+st = X;;; (i~F(I)) (24) 
jeE 

n 

L 正ijーλj+sf~ (iε F(I)) (25) 
jeE 

n 

一元 +L Yr;ﾀj -;; = �;;. (r 長 F(O)) (26) 
jeE 
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表 1: 入出力値

DMU 名 入力 出力 入力(Iog) 出力(Iog)

A 1.75 2.31 0.56 0.84 

B 3.06 5.35 1.12 1.68 

C 9.36 9.36 2.24 2.24 

D 7.08 7.08 1.96 1.96 

E 4.05 1.75 1.40 0.56 

F 1.75 1.75 0.56 0.56 

L:YrJ 入j -S; = 応 (rε F(O))(27) 
jEE 

2二 λj (28) 
j=l 

ただし， Eは組み合わせでによって決められたλの添

字集合である.

[ステップ 3] 得られた(完)一 1の中での最大値をし

D 効率値とする.

ここで得られるしD 効率値は従来のモデルのよう

にスラック変数の値によるととなく， 1 であれば L

D 効率的な DMU，そうでなければ L-D 非効率的な

DMU と評価することができる.また， L-D 非効率的

な DMU が効率的になるための改善案は次のように

なる.

Z臼= b';)一 lXia ( i 長 F(I)) (29) 

Xia Xia ( iε F( I)) (30) 

Yra 1'; Yra (r rt. F(O)) (31) 

Yra ニ Yra (rε F(O)) (32) 

なお，これまで報告されている DEA の事例研究で

は，入出力項目の数はそれほど多くないので， [ステッ

プ 2] における u の値は，あまり大きくなることはな

く，組み合わせの数も実用に支障がない程度に収まる

ものと考えられる.

6. 数値例

1 入力 1 出力の数値例に提案した方法を適用してみ

る.なお，ここでは，出力を固定項目として考ること

にする.各 DMU の入出力値と，それに対して対数を

取った値をを表 lに示す.

[ステップ 1] DMUAについて，次の (L-DEA 1/0) 

を解く.

1994 年 11 月号

表 2: 各 DMU についての線形計岡問題の解

DMU 名 最適解 入力スラック 出力スラック

A 1.000 0.000 

B 1.000 0.000 

C 1.000 0.000 

D 0.757 0.000 

E 0.432 0.000 

F 1.000 0.000 

最大化

P眦 + P2(s+ + r) 

制約条件

千五+ 0.56λA + 1.1 2λB + 2.24λc 

+1.96λD + 1.40λE + 0.56λF 十 s+

0.84λA + 1.68λB + 2.24λc 

+1.96λD + 0.56λE + 0.56λF - Sｭ

λA+ λB+ λc+ λD+ λE+ λF 

Gは符号無制約， λA-F ， s+ , s-

0.000 

0.000 

0.000 

0.000 

0.278 

0.278 

(33) 

= 0.56(34) 

0.84(35) 

= 1 (36) 

> 0 (37) 

この間題の解は，五 =0なので，一律縮小率(完)ー1

は 1 になる.スラック変数s+ぺ s→は債を持たないの

で， DMUAは L-D 効率的な DMU と評価され， L-D 効

率値は 1 になる.

以下同様にして他の DMU についても線形計画問題

を解いた結果を表 2に示す. DMUA ，DMUB ，DMUcは

一律縮小率が 1 でスラック変数に値を持たないので

しD 効率的な DMU であり ， DMUDは一律縮小率が 1

ではないが，スラック変数に値を持たないので， L-D 

効率値は 0.757 である.これに対して DMUE ，DMUF

はスラック変数に値を持つのでスラック変数のない L

D 効率値を得るためにステップ 2 に進むステッ

プ 2] DMUEについては， (L-DEA 1/0) の解で、はん

が値を持っていたので，それ以外に新たにλの候補に

なりうるのは DMUA以外に L-D 効率的な DMU であ

る DMUB ，DMUBのλに相当するλB ，λcの 2 つである.

しかし，値を持ったスラック変数は 1 つなので，この

2 つの変数についてそれぞれ連立方程式を解く.

(λBについての連立方程式)

五盃 + 0.56ﾀA + 1.1 2λB 1.40 

0.84λA + 1.68λB - 0.56 

λA+ λB 

(38) 

(39) 

( 40) 

(43) 617 
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表 3: L-D 効率値

DMU 名 L-D 効率値 評価

A 1.000 L-D 効率的

B 1.000 L-D 効率的

C 1.000 L-D 効率的

D 0.757 L-D 非効率的

E 0.358 L-D 非効率的

F 0.830 L-D 非効率的

(λcについての連立方程式)

fﾃ� + 0.56入A + 2.24λc = 1.40 ( 41) 

0.84λA + 2.24λc 0.56 (42) 

λA+ 入c (43) 

[ステップ 3] これら 2 つの連立方程式の解のう

ち， 'yについては，対数値では否B - 1.03 ，否c
1.18 となる.この値の対数を元に戻して逆数をとっ

て一律縮小率に相当する僚にすると ， (-rÃB)一

0.358hÂc)一 1 = 0.309 となる.最大値を L-D 効率値

とすることから L-D 効率値は 0.358 となる.この植

はスラック変数の値を持たない完全な一律縮小値であ

るので， L-D 効率的になるための改善案は次のように

なる.
XE = ('Yﾊ)-lXE = 4.05 x 0.358 = 1.45 (44) 

YE YE = 1.75 (45) 

同様にしてについて DMUFについてステップ 2 ，3 を

適用し， L-D 効率値 0.830 を得る.表3に最終的な L-D

効率値を示す.この数値例の結果を図示すると図 4 の

ようになる.

入カ2

図 4: 数値例の図示

618(44) 

7. おわりに

本研究では，まず，従来の対数型 DEA モデルに対

して，より汎用牲を高めた拡張モデルを提案した.つ

ぎに，そのモデルに CFA の考え方を適用して，全領

域に広がる効率的フロンテイアを構築する手法を示し

た.これにより，スラック変数の値を持たない一律縮

小・拡大値のみの等質な L-D 効率値が得られ，入出

力に固定項目がある場合でも必ず改善案を得ること

ができる.これによって，すべての DMU に対して平

等に効率値・改善目標を与えることが可能となった.

なお，本研究では入カー出力平面で S 字型の効率的

フロンティアが表せる点で BCC型の対数型DEAモデ

ルに CFA の考え方を適用したが，同様の方法でCCR

裂のモデルにも適用が可能である.
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