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はじめに

オイルショック等の社会の急激な変化や消費者・顧

客の噌好のばらつきの増大.技術進歩，それらに伴う

多数の新サーピスの出現のために.需要予測は非常に

難しくなってきている.

個々の予測手法は，基本的には過去の何らかの傾向

が将来も続くと考えて外挿するものがほとんどであり.

外挿の結果がその企業存続を許さないようなものであ

れば.その企業は何らかの政策変更をするであろう.

政策変更自身は予測の責任ではなく.むしろ成果と考

えるべきであり.その結果をふまえて新たな予測に臨

まなくてはならない.

政策変更を予測担当者が知らなければずっと誤った

予測が繰り返されることになる.予測値は予測のみを

担当する予測専門家が予測対象の特性も知らずにいろ

いろな予測法を試行錯誤して得られるものではない.

予測担当者は予測値には誤差が含まれ.長期予測ほど

誤差は大きくなるとの認識のもとに予測対象の特徴.

既存類似サービスの普及過程などを考慮しながら予測

を行なわねばならない.予測法には.短期予測に向く

ものと長期予測に向くものとがある.ひとつの方法で

短期も長期もと欲張るとどちらも精度の低い予測になっ

てしまう危険性がある.また短期予測法による予測j値

の外挿値と長期予測値とがいちじるしく異なっている

場合にはその原因を追求し.相E修正する必要もでて

くるであろう.

また.ロケットの実時間軌道推定 ([1] など)を行

なう場合と売上高の予測を行なう場合とでは予測モデ

ルのあいまいさや予測期間などに大きな差がある.こ

こでは売上高や需要量などの経済活動に関連する予測

をとりあげる.
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経済活動に関連する予測では.予測を予測担当者の

専売特許にしておくわけにはいかない.むしろ，新サ

ービス開発者や投資計画策定者なども既存の予測法の

特徴を把握している必要がある.そこで

( i )てっとり早い知識習得の手助けとなるよう.

(ii) 経済活動に関連する予測に役立つよう

本講座では

(1)時系列データのみで行なえる予測法.

(2 )競争状態を考慮できる生態学モデル.

(3 )変数間の相聞を利用する統計的方法.

( 4 )個人または企業ごとなど個体の選択行動を表

わす非集計モデル

の概要.特徴.問題点などを示す.これらの他にもい

ろいろな予測手法があり.実際の予測では社会変化や

経済変動に関する洞察をまじえつつ.いろいろな予測

値を比較しつつ，予測値が決定されるはずであり.特

定の手法をよく知っているからといってそればかりで

予測していては駄目なことは言うまでもない.

1 .時系列予測法

時系列データを分析する方法としては

(1)指数平滑法[2] . 

(2)ARIMAモデル[3].

(3 )カルマンフィルタ [4).

(4) CENSUS 局法 (X -1 1) [5). 

(5) E PA法(経済企画庁) [6]. 

(6) BAYSEA (統計数理研究所) [7] 

などがある.これらの方法では

w トレンド.

(IIl循環的変動要素.

IIII) 季節成分

の扱い方に差があるが.モデルの柔軟性の観点からカ

ルマンフィルタに焦点を合わせることにする.他の方
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法はモデルの構造が柔軟でないぶんだけシ

ステム化しやすく.有効な市販システムも

ある ([8 ]， [9] など) .カルマンフィルタ

のもつ柔軟性は逆にモデル設定の段階での

プログラム作りを困雛にしており.普及の

妨げにもなっていると思われるのでモデル

設定の段階を中心に紹介する.

そしてBox-Jenkins 流アプローチ[3]で

苦労して適切なモデルとパラメタの選択を

行なってきた人たちには，その成果をその

ままカルマンフィルタに生かせるよう AR

IMAモデルの状態空間表現も示す.

1. 1 カルマンフィルタ

( 1 )状態空間表現

時点 tでのトレンドや季節性などに関する状態を表

わす変数 x(t) を推定.予測したいものとする.時点 r

から時点 (t+l)への状態変化は，雑音u( t) を考慮して構

造(システム)方程式

x(t+ 1 )=F(t)x(t)+ G(t)u(t) 

で与えられるものとする.時点rでの観測値y(t)は状態

x(t) と関連づけられるが.雑音v (t)を含んでいるため.

観測方程式

y(t)=H(t)x(t)+ v(t) 

で表わされるものとする.このように構造方程式と観

測方程式で表現されるモデルを状態空間表現という

(図1 .1 参照) .このとき.カルマンフィルタは状態

x(t) を逐次的に推定するアルゴリズムである [10] (連

続時間線形システムに対する推定アルゴリズムは[11]

を参照) . 

ここでx(t)は直接観測できないものであってもかま

わず.観測可能なy(t)を通じて推定される量である.

状態空間表現を行なうときに.まず戸惑うのは状態

をどう定義し . F. G. Hをどのように作るかという

ことである.ここでは経済時系列に典型的な状態空間

表現の例を示し.カルマンフィルタを使いたい読者の

参考としたい.

時点nでの売上高y(ll) は

y(ll) = トレンド成分 T(ll) +季節成分S(ll)

+価格効果L(ll ， No) +不規則成分 W(ll) (1.1) 

と表現できるものとする. [14] ,[15] 

(I) トレンド成分

トレンド成分の変化はなめらかであることが予測を
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図 1.1 状態空間モデル

行なう場合.望ましい.この制約を表現するためには.

トレンド成分の階差! VT(ll)=T(llト T(ll- l) 1 あるい

は! V2 T(n)=T(n)-2 T(n-l)+ T(n-2)1 が小さな値

になることが要請される.後者はトレンドを局所的に

l 次式で近似することであり.

マ2 T(n)={T(nト T(n-l)}- (T(n-l)-T(ll-2)} 

= u(n) (1.2) 

と表わす.ただし u(n) [n=I ， 2 ，...，N]は互いに独立で，

平均 O. 分散 r の正規性ホワイトノイズと仮定する.

分散 Jは未知とする.

トレンド成分 T(の

時点 t
n-2 n-l n 

図 1.2 トレンド・モデル

(n)季節成分

季節成分S(n)は.月単位のデータであれば周期

{s=12} • 四半期データであれば周期{s=4 }をもっと考

えられるので.Bを後退作用素とすると S(n)は.次式

で表わすことができる.

(l・ B')S(ll)=v(n) ;BS(n)=S(n-l) (1.3) 

ただし V(ll) [n= 1， 2 ，...，N]は.互いに独立で平均 O.

分散 σ2 の正規性ホワイトノイズと仮定する.分散 σ2

は未知とする.季節成分S(n) は.式(1. 3)のかわりに
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季節成分 S(t}

時点 t
n-2 n-l n n+l 

図 1.3 季節成分モデル

次式の移動平均を用いて定義することもできる.

、
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式(1 .4) は.式(1. 3)の左辺を

(1-B')S(n}=( 1-B}(1 +B ・・・ +B'.I}S(n} (1.5) 

と変形し. (1-B)項を落として季節成分を定義してい

ることになる.式( 1. 4)は.季節成分を平均 O のまわ

りで周期的な変動をする量としてとらえるためのモデ

ル化の l つである.

(III) 価格改定の影響分

価格改定の時期があらかじめわかっている場合.す

なわち時点N。に起きた価格改定の影響L(n ， No }は.時

点No に (L(n}=Lo ) のステップ入力が加わったと考えて

定式化する. (図1.4参照)

L( l1, N o) = 0 : n<No 

Lo : n孟N。

この成分は他の政策変更にも用いることができるが.

価格の値など市場変数を用いたいときには回帰分析の

導入が必要である. [17] 

各成分を定めたので.これらを用いて次のように状

態空間モデルを構成することができる.

X(lI+ 1 )=Fx(lI)+ GU(lI) (1.6) 

Y(lI)=H(n)' x(lI)+ W(n) (1.7) 

価格改定の影響分L (n ,No ) 

九卜…

0 ・ - ー時点 r

No 

図 1.4 価格成分モデル
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x(n)は状態. Y( lI}は観測値. W(n) は観測ノイズ，

U(n)はシステムノイズと呼ばれる量である.システム

ノイズ U(n} [n=I , 2, .・・，N]は互いに独立で，平均 O.

分散Qの正規性ホワイトノイズと仮定される.また初

期状態X(O}は各ノイズと独立な正規分布に従っている

と仮定する.

状態としてトレンド成分と式(1 .4)による季節成分

(ただしs=4}および価格改定の最響を用いることとし，

次式で定義する.

x(n}=( T(n} , T(n-l} , S(n} , S(n-l} , S(n-2} ,L(n))' 

このとき . F, G. H. U は

2-1: 0 0 0- :0叶 11 0 
.utJ.o..o.βlQ I 100 

F= I 0 0 :-1-1-1: 叶 G= I g ! 
o 0 : 1 0 0 :0 I I ~ ~ 
.Q. !l ~.Q..L9.:.Q I I ~ ~ �.舐�..�..�U L 0 0 

H(n)= 0 ,0 , 1,0,' .\O,d(n ,N o))' 

U(n}=(u(n} , v(n}}' 

で与えられる.ただし u(n) ， v(n) [n=I ， 2 ，' ・・，N]は

互いに独立で. U(n)は

「け r r 2 0 1 
平均 1 v 1 , 分散 .., 1 , U' I U a- , 

の正規性ホワイトノイズと仮定する.また

d(n ,N o) = 0: n<N，。

:n孟N。

である。

これらのF. G. H. Uおよびx(n) を式(1.6)、(1 .7)に

代入すると.式(1.1). (1.2). (1.4)が組み込まれている

ことは容易にわかる.たとえば式(1.6)の第 1 要素は

T(n+l)=2T(n)ー T(n-l)+u(n) 

すなわち式(1.2)を表現しており.第 4 要素は単に

S(n) = S(n) 

と左右両辺に同じ要素を配置したに過ぎない.

( 2 )未知パラメータの推定

状態空間モデルの雑音の分散 /Ì ={ ω r 2, 0' 2} および

初期状態 x(O) を推定するために，状態空間モデルの

尤度を計算する.θ および1{X(0)=X(0 10)) を与えたと

きのデータ (Y(1 )， y(2) ， ・・・ ， y(N))の尤度は.

L( /ﾌ , X(O)) 
N 白

= rr. (2π R(nl n- l)) ー1/2 exp{一伽)2 j2R(n I n-l)) 
n=1 (1.8) 

となる [14]. ここで

e(n)=y(n)ーy(nI n-1) (1.9) 
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データy(l).....y(N) 

A(刈N)=O

R}崎川:対角要素大 |逆向きカルマン
なる対角行列 |フィルタ

準ニュートン法など ⑬ 
五s

図 1 .5 パラメタ推定手順

であり ， y(n 1 11-1) と R(nl n-l)は，それぞれ(y(l)，y(2) ，

.・・ ， y(n-l) }， x(O)および θ を与えたときのy(n)の条

件づき期待値とその誤差分散である.

y(n 1 n-l) と R(n 1 n- l)は

y(n 1 n-l)=H(n)' x(n 1 n-l) (1.10) 

R(n 1 n-l )=H(n)' P(n 1 n-l )H(n) + ω(1.1 1) 

で与えられる . x(nln-l) , P(nln-l)はx(O) と θ が

与えられれば.以下に示すカルマンフィルタのアルゴ

リズムから求めることができる.

(時間更新)

x(n+l 1 n)=Fx(n 1 n) 

P(n+ll n)=FP(n 1 n) F'+GQG' 

(観測による修正)

(1.12) 

(1.13) 

x(n 1 n) =x(n 1 n-l)+K.{y(n)-H(n)' x(n 1 n-l)} 

(1.14) 

P(n 1 n)=P(n 111-1 )-K.H(n)' P(n 1 n-l) (1.15) 

K. = P(n In-l)H(n) -
n H(nfP(nln-l)H(n)+ ω2 (1.16) 

データ ， x(O)および θ が与えられれば尤度が計算で

きるので， x(O) と θ は尤度関数(1. 8) を最大にするこ

とによって決定される.

カルマンフィルタの定常ゲインはシステムノイズの

分散と観測ノイズの分散の比によって決まるので.未

知分散 0 のうち観測ノイズの分散ぷを l に規格化し.

システムノイズの分散Qを尤度の数値的最大化によっ

て推定する.

初期値

x(O)=(T(O), T(-1 )， S(O)， S(ー1)，… ，S(-s+2) ，L(0))' (1.17) 

1994 年 6 月号

はスムージング値を用いる方法やすべての要素を零と

する方法などがあるが.ここでは次のような中間的な

方法を紹介する.データy(1 ), y(2)... ， y(N)が利用でき

るとき.逆向きにカルマンフィルタを適用する.すな

わち式(1. 12)- (1 .16) を次のように逆向きに使う.

(i) x(NI N)はゼロベクトル， R:NI N)は十分大きな対角

成分をもっ対角行列に設定する.

(ii) x (n-ll n) =Fx (n 1 n) (1.18) 

P(n-lln)=FP(nln)F' +GQG' (1.19) 

x (n-ll n-I)=x (11-11 n)+K._, (y (n-I) 
-H(n)' x(n-ll n)} (1.20) 

P (n-II n-l)= P (n-ll nトK._1H(n- 1)' P (n-ll n) 

(1.21) 

K._,=P (n-ll n)H(n-l) / (H(n-l)' P (n-lln)H(n-l) 

+ω21 (ただし ω2=1) ; n=N,N-l , ....1 

(iii) 11= 1 ではx(01 1)の要素

(T(O ), T(1), S(O) , S(1). S(2) ,L(0))' 

およびP(O 1 0)が得られる.

(iv) x(一ml l)=rx(ol 1) ; m=I , 2 (=s-2) 

すなわち.その第1. 3 要素から

T(-m)=2 T(-m+ 1)ー T(-m+2)

(1.22) 

S(ー m)=-S(-m+1 )-S(-m+2)ー.. .-S(-m+s-2) 

として ， T(ー 1) ， S(ー 1) ， S(ー 2 )，...， S(-s+2) を求める

ことにより式(1 .17)の全要素を特定化できる.

これらのプロセスをまとめると図1.5のようになる.

( 3 )長期予測

カルマンフィルタによる予測は.式(1.12)- (1 .16)か

(37) 313 
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ら明らかなように.時点nまでのデータを用いて l 期

先の状態を予測するアルゴリズムである . m(m>1な

る整数)期先の予測を行なうことを長期予測と呼び，

時点nまでのデータを与えたときの状態x(n+m)の条件

付期待値をx(n+m I n). その誤差分散をP(n+mI n)で

表わす.

x (n+m I n) , P(n+m I n)は次式で与えられる.

x(n+m I n)=F゚I x(n I n) (1.23) 

m-l 

P(n+m I n)=FmP(n I n)(Ft)m + 三 P! GQGt (Ft)t 
i=O 

(1.24) 

m期先の最適な予測を行なうのに必要なパラメータ

推定法については(14) ， [16) などを参照してもらいたい.

1. 2 A R I MAモデル

( 1 )基本モデル

等間隔で観測された過去の時系列データyぃ Y2t... , 

Yn を用いて将来の値Yn+i (i 孟1)を予測する問題に対し

て. Box と Jenkins は自己回帰和分移動平均ARIM

A (Auto Regressive Integra飽dMoving Average) モデル.

すなわち

(1-ゆ ，B-ø2 B2一山一世pBP)(l-B)dye

=(1+θ，Btθ2B2++hF)ae(125) 
あるいは

φ (B) (1 -B)dy , =θ (B) a, (1.26) 

で表わされるモデルについて論じた(3). ここでB は.

式(1.3) と同じであり .φ (B) . θ (B) はB に関する多項

式である.式( 1.25)は.時間とともにたどるなだらか

な経路(トレンド成分)を除去するために.差分

(1 -B)dy , = Z, 
を採っている.またa ， は平均 O. 一定分散をもっ確率

変数列で. a ， とん (t宇 s) は無相関である.んには通

常.正規性が仮定される.式(1.25)で表わされるモデ

ルはA R 1 MA (p， d， q)モデルと表示され. (1 -B)d を含

まないモデルはARMA(p， q)モデル. {φ (B) y , = a, ) 

は自己回帰A R (P)モデル . {y， =θ (B) a, }は移動平均

MA(q)モデルと呼ばれる.

パラメータ ø i' 9j の推定法については最尤推定量や
最小自乗推定法などがあげられるが.それらを用いて

パラメータおよびム d， q は求められているものとする

と. AR 1 MAモデルも状態空間表現することができ.

カルマンフィルタのアルゴリズムを適用することがで

きる.

ここでは.まずA RMA(p ， q) モデルを状態空間表

314 (38) 

現した後.それを用いてAR 1 MA(p， d， q) モデルの

状態空間表現を行なう.

(2) ARMA(p， q) モデルの状態空間表現(17)

l 変量時系列Z，がARMA(p， q) 過程に従うとする

と

Z,= ø ， z，_，+...+ ゆpZ句+a， +9， a，_， +...+ θqa吋
(1.27) 

これは.次のように書き直すことができる.

Z,= ø ， z，_，+...+ ゆßI z'_m +a, + θ， aト，+...+ 9"-1 a'-゚l+l 

(1.28) 

ただし

m=max (p ,q+ l) 

j >p ならばゆj = 0 , j >q ならば 9j = O. 

上式の状態空間表現を作るには，状態を

x ， 会 (z， ,x. t ,... 'Xol- 1,t )' 

と定義し.

X , = F X I-l +G a, 
z, =Hx , 

( 1.29) 

(1.30) 

とすればよい.ただし.

. Iﾘ1 ; 1 01 
F=l 偽

・I . 0 
. 
tI ...--..... --------'. 
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H会(1， 0 ，...， 0)

である.式(1. 29) を書き下すと.

z，ゆ， Z'_1 + X'.'_1 + a, 

x" =ﾘ2 Z'_1 + x 2.,_' + θ1 a, 

Xm-2.1 =t�m-t Zt-l+ Xm_ 1 ト ， +θm-2 at 

xm- 1 • ， れ zト1 +θ..-1 a, 
となるから.下から上への代入を繰り返すことにより，

もとのARMAモデルを作ることができる.

(3) AR I MA (p， d ， q) の状態空間表現(18)

A R 1 MA (p， d， q) モデルでは.観測値y， のd階差

分がARMA(p， q) に従うことから.式(1 .29) ，(1. 30)

において. Z, =(1-B)dy， として考えればよい.すなわ

ち.

x ， 会 ((1-B)dy， ， x，ぃ ...， Xm-1. 1 )' 

と定義すれば

x ， =Fx ， ・ 1 +Ga, 

(1 -B)dy , = H x , 
(1.31 ) 

(1.32) 
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である. しかし.予測は(l-B)dy， ではなく. y，につ

いて行なうので状態空間表現を修正する必要がある.

Yr =刊dyr+J2Uj ←1内
(1.33) 

数係項一
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h
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だ

y ， 会 (y， .y'-l....'Y'-d+I)' 
と定義し.

A 会(1， 0 ，...， 0)'

D 会

、.•••.••• 
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d
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d

u
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U

 

，
・E
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E
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、
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、
、
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E
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E・
、

、.
E
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E

・
-
-
，

d
u
・
且

，E
・
E
・
-
z
a、

。
。

とおくと.

y , =A z, +D Y'-l 司4Hx ， +DY'_l 

となる.そこで.新たに状態

式会 (x ， ， yトJ

を定義すると.

九1= [~ ~] Tr+ [~I ar 
(1.34) 

という新しいシステム方程式を作ることができる.観

測方程式は式(1 .33) より.

げXt+12(f) ←l)j+1 九7
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E
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E
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E
・
-

一
一

(1.34) 

となる.

式(1 .34) ，(1. 35) は. y，がA R 1 MA(p， d， q) に従う

場合の状態空間表現になっており.これにカルマンフィ

ルタのアルゴリズムを適用して予測を行なうことがで

きる.

本資料をまとめるにあたってはNTT研究所矢田

健氏の助言を得た.ここに謝意を表わする.

参考文献

[ 1 ]野村，石谷.馬場，前回 r科学観測衛星打上

げにおける電波誘導方式J ，計測と制御. Vo1.l4, 

No.ll , pp.836・847 ， 1975. 

1994 年 6 月号

[ 2] L.A. 1ohnson and D.C. Montgomery 

"Forecasting with Exponentia1 Smoothing and Related 

Me出ods" ， TIMS Studies in the Management Science 

Vo1.12, Forecasting, pp.31-44, 1979. 

[ 3] G.E.P.Box 佃d G.M.1enkins "Time Series 

Analysis Forecasting and Control" , Revised ed. , 

Holden-Day, 1976. 
[4 ]有本卓 rカルマン・フィルター J .産業図

書. 1977. 

[ 5] Bureau of the Census : "The X・ 11 Vari加t of the 

Census Method II Seasona1 Adjustment Program", 

Tecni回1 Paper No. 15, 1965. 

[6 ]阿部喜三他 r季節変動調整法J .経済企画庁

経済研究所研究シリーズ第 2 2 号. 1971. 

[7 ]石黒真木夫 rベイズ型季節調整法J .数理科

学. No.213, pp.57・61 ， 1981. 

[8 ]社会情報サーピス rマルチ時系列J (E PA  

法)

[9] メタテクノ r時J (ARIMAモデル)

[10] R.E. Ka1man "A New Approach to Linear 

Filtering and Prediction Problems" , Trans , ASME, 

Series D, Joumal of Basic Eng. , Vo1.82, pp.35-45, 

1960. 

[11] R.E. Kalman and R.S. Bucy 明ew Results in 

Linear Filtering and Prediction Theory'¥op. cit. , 
Vo1.83, pp.95・ 107 ， 1961. 

[12] H.1 Kushner "Dynamical Equations for Optimal 

Nonlinear Filtering'\ JOllmalofDi助~rentical

Equations, Vo1.3, pp.l 79・ 190， 1967. 

[13] 植木義一.砂原善文 r制御における推定理

論J .計測と制御.第 8 巻. pp.537・549 ， 1969. 

[14] 阿部威郎.上田徹 r状態空間モデルを用いた

電話収入予測J .信学論. 168・A， 5, PP.437・443 ，

1985. 

[15] H. Akaike "Seasonal Adjustment by a Bayesian 

Modeli加ng'ヘ Jomal of1訂ïme Series Analysis, Vol. l , 

No.l , pp.l・ 13 ， 1980. 

[16] W. Gersch and G. 胆略awa "The predicion of 

time series with trends and seasonalities" , Joumal of 

Business & Economic Statistics, Vol.1, NO.3 , 

pp.253・264， 1983. 

[17] A.C. Harvey "Time Series Models'¥Philip Allan 

Publishers Limited, Oxford, 1981. 国友，山本訳，

f時系列モデル入門J .東京大学出版会， 1985. 

[18] P.1. Brockwell and R. A. Davis "Time Series 

Theory and Methods", second ed., Springer-Verlag. 

1991. 

(39) 315 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




