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のモーメントの最大値は，紐の長さ S;によって定めら

れてしまうことになる.すなわち， Siの関数である.こ

れを

6. 紐の長さの配分による定式化その 3

ー動的計画法

[例題 6] 今度は，錘も滑車も個数を増やして，図

6 - 1 のような場合を考えよう.個数が増えても，問

題の構造に変りはない.定式化も全〈同様である.す

なわち，紐の長きに関する制約条件
N 

J;u;=L 

uよれ i=I， 2， … ， N

の下で目的関数

仰h U2, ..., Un)=士会m;M弔 問
を最大にする問題である.したがって，この問題に対

しでも，これまでと同様の方法で接近することもでき

るし，変数が増える他は，ほとんど同様の性質が導か

れる.そこで，ここでは趣向を変えて，動的計画法に

よって扱うようにしよう.この問題のもつ別の側面が

見えてくるだろう.

いま，天井の滑車P;-lで紐を固定して，これから右側

の錘mit mi+h …, mNが作る系を考えてみよう.これ

らの錘も，与えられた紐の長きに関する条件
N 

J;Uj=S; 

Uj 主主 aj j=i, i+l , …, N 
S; ・点、P;-lからPNまでの紐の長さ (6) 

の下で 1 次のモーメント

村山内 ， UN)=諮問♂=言 明
を最大にしている.したがって，ここに得られる 1 次

れ
で

PN寸}ーaN_、 PN
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fa(st)=maX4Enzjd下Z
N t.J J=t 

L:Uj=S; 

(8) 

(1) 

(2) 

Uj 孟 aj

と書くことにしよう.

きて，この系は， Pト1の次の滑車P;によってその左右

の部分に分けて考えることができる.すなわち，錘叫

が下にきがろうとする部分と，錘mi+h mi+2t …, mN  

がきがろうとする部分である.この 2 つは，滑車Piを

介して紐の長さを奪い合っている.

いま，紐の端をPト2に固定したまま，錘をバランスき

せ，次に，滑車P;の所で紐をおさえてみても，錘は動

かない.左おの部分が最適な位置にあるからである.

そこで，紐をつまんでこれを左右に動かしてみよう.

そうすると，‘錘達'はその高きを変えるだろうが， P; 
によって分けられる 2 つの部分の 1 次のモーメントは，

どちらもつねに‘自動的にそれぞれ紐の長きによっ

て与えられた制約条件の下で，最大値になる.

いま， P;から右側の紐の長さが5i+l という値をとる所

で紐をおさえよう. P;-lから P;までの聞の紐の長きは

(S;-Si+ l)であり，錘m;はこれをピンと張って 1 次の

モーメントを最大にする.その値は

が./(S; 一 Si+l)2

(4) 

(5) 

(9) 

となる.

一方， P;から右側の錘達が作る部分系は，

紐の長きが5i+lだという条件で
N 

~鈎==5i+l
J=t 

(10) 

の下で 1 次のモーメント

JLEmd戸a~
~ j=i+l 

)
 

1
 

1
 
(
 

を最大にする.そして，この最大値は(8)式の

流儀で書けば
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ん山川)=

となる.

ロlax
N 

}; Uj=Si+ 
j=i+l 

Uj 主主 aj

fL 土町長下2
C. j=i+l 

(1却

そこで， Pi - 1から右辺の錘達が作る 1 次のモーメン

トは (9) および(12)式を加えて

tmJ(stー Si +l)2-a~+ん1(州) (13) 

と書くことができる.滑車Piの所で紐をつまんでいる

指をはなしてみよう.この滑車の左右の部分は互いに

引きあって，釣合いの位置，いいかえれば， Pi - 1から右

側にある錘が全体として作る 1 次のモーメントが最大

になる位置でとまる.この 1 次のモーメントがすなわ

ち ， (8)式のメ(Si)である.そしてこのとき， (13)式の中で

変化するのはSi+lだけである.したがって，関係式

表 6.1 動的計画法の計算結果

S 11 (51) 加 1 (SI) h (52l W2 (52) h (53) W3 (53) 1. (5.) 

10 0.000 。 0.000 。 0.000 。 0.000 

11 0.000 。 0.000 。 0.000 。 2.750 

12 0.000 。 0.000 。 0.000 。 3.980 

13 0.000 。 0.000 。 0.000 。 4.984 

14 0.000 。 0.000 。 0.000 。 5.879 

15 0.000 。 0.000 。 0.000 。 6.708 

16 0.000 。 0.000 。 0.000 。 7.494 

17 0.000 。 0.000 。 0.000 。 8.249 

18 0.000 。 0.000 。 0.000 10 8.980 

19 0.000 。 0.000 。 2.750 11 9.693 

20 0.000 。 0.000 。 4.605 11 10.392 

21 0.000 。 0.000 。 5.835 12 11.080 

22 0.000 。 0.000 。 6.839 13 11.758 

23 0.000 。 0.000 。 7.734 14 12.427 

24 0.000 。 0.000 18 8.579 14 13.090 

25 0.000 。 2.750 19 9.408 15 13.748 

26 0.000 。 4.605 20 10.194 16 14.400 

27 0.000 。 6.227 20 10.949 17 15.048 

28 。.000 24 7.458 21 11.680 18 15.692 

29 2.750 25 8.462 22 12.393 19 16.333 

30 4.605 26 9.357 23 13.092 20 16.971 

31 6.405 26 10.201 24 13.790 20 17.606 

32 8.027 27 11.031 25 14.477 18.238 

仁2z33 9.258 28 11.816 26 15.155 18.869 
ーー唱ーーー ーーーー-ー ーーーーーー

34 10.262 29 12.575 26 15.825 23 19.498 

35 11.157 30 13.330 27 16.488 24 20.125 

36 12.040 30 14.061 28 17.145 25 20.750 

37 12.885 31 14.774 29 17.797 26 21.374 

38 13.714 32 15.473 30 18.445 27 21.996 

39 14.500 33 16.171 31 19.089 28 22.618 

40 15.263 33 16.858 19.730 29 23.238 

41 16.022 34 17.536 円「 20.368 30 23.857 ------
42 16.777 35 18.206 34 21.003 31 24.475 

43 17.508 36 18.869 35 21.636 32 25.093 

44 18.221 37 19.526 36 22.266 33 25.709 

45 18.931 37 20.179 37 22.895 34 26.325 

46 19.630 38 20.827 38 23.523 34 26.940 

47 20.328 39 21.471 39 24.150 35 27.554 

48 21.015 40 22.111 40 24.775 36 28.168 

21.696 22.749 41 25.399 37 28.781 

円円 22.374 円「 23.387 41 26.021 38 29.394 
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図 6-2

fi+' (S什，)

五(s;)==max [~ m"/(S;-Si+I)2_ a/+ん，(Si+ I)]

ai+ ， +ai+2+ ・・・ +aN 三五 Si+ ， ~s， -ai

a， +a，+，+… +aN 三五 S， (!4) 

が得られる.これがいわゆる動的計画法の漸化式であ

る.ここにS，刊の動き得る範囲の上下限は，それぞれ，

鍾慨を天井に触れるまで引っ張り上げた状態と，可能

なかぎり下に引っ張って，逆に鍾桃山 mi+2， … ， mN 

が皆天井に触れるようにした状態に対応している.

ところで，ん(SN)は，両端をPN- 1 と PNIこ固定された，

長きおの紐によって吊るされた，ただ 1 個の錘叫が作

る 1 次のモーメントであるから，容易にわかるように

ん(SN)= ~ mN/d弓N 日伽

となる.これを境界条件という.そこで，これを用い

て同式を i==N-1から逆に i== 1 まで解けばよい.

このような作業には計算機のカを借りるのが普通で

ある. (14)式において Siや Si+l を一定のきざみ幅で離散化

し ， j;(s，)ゃんI(Si+ I)は表の形で計算機に記憶させ，最大

化には，この範囲での総当りを用いる.また， ω式の

右辺の[ ]内の値を最大にする Si+lの値ふlは S，によっ
て決定きれるのだから，これを

￡+1=仙(S，) 仰
と書くことにしよう.すなわち， (14)式にこれを代入す

れば，

メ(S，) ==がJ(Siー附(S，)戸 a/+ん(叫(ぉ)) 仰

と書くことができる.そして， W，(Si) も帥式の計算のか

たわら，表の形で計算機に記憶させていくことにしょ

っ.

このような計算結果の一例が表 6 -1 に示されてい

る.錘の重き m，の固定滑車の間隔a，は表の右上に示す

1994 年 5 月号

PN-' 
とおりであるが，いま，紐の長さ L=50の場合

を調べてみよう.

表中にも印がつけられているように，

メ(50)==22.374，削(50)== 41.0 (1却

が読みとれる . Ji(50)=22.374 というのはPoか

ら巳までの系金体の 1 次モーメントの値であ

り，これが，錘の位置をいろいろに動かして

得られるうちの最大値である.

叫(50)=41はP1から P.までの紐の長さが41

になるべきことを示している.いいかえれば，

Rと P1の聞に配分される紐の長さが

u， =L一 ω1(50)==50-41==9

となる(ぺき)ことを示している.

そこで次に， p，から日までについて見れば，ここか

ら先に割り当てられる紐の長さは，上述のごとく 41で

あるから，表から

/.(41) ==17.536, w2(41)=33 

が読みとれる.きらにこれから，

/.(33) == 15.155, w3(33) = 22 

/.(22)= 11.758 

また ， w.(22)は計算するまでもなく

w， (22)=0 仰

となる.これらの値がもっ意味はi=lの場合と同様で

あるから説明を要しないであろう.

きらに，これらの結果から

UI =50-41=9 

(1却

。0)

。1)

自由

(15) (19再)

(24) 

(25) 

(26) 

u, =41-33=8 

ua =33-22=11 

u.=22-0=22 

を計算して作図した結果が図 6-3 である.

このように，動的計画法と数値計算によれば，滑車

と錘の個数がいくら増えても，同じことの繰りかえし

m,=1.2 

図 6-3
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で，必ず数値解を導くことができる.あとは計算効率

と精度の向上が問題になるだけであるカ丈前者につい

ては今日の計算機の性能からしてあまり問題にならな

いし，後者には緩和法を併用するなどの工夫がありう

る.とにかく，数値解が手っとり早〈得られることは，

動的計画法の大きな強みである.

しかし一方において，数値解から，最適解がもっ一

般的な性質を読みとることは必ずしも容易ではない.

たとえば，図 6-3 をよく見れば，錘m と mおよび聞

と叫の所において紐のなす角度がそれぞれ等しく

なっている一一一いいかえれば紐が平行になっているこ

とに気づく.これは，この数値例において，錘の目方

の聞に ， m]=刷および問=nらという関係が成立して

いるためであるが，このことは 4 節の(12)および(1司式を

一般化して考えれば，容易に推察できるし，証明もで

きる.

動的計画法はそれでも，漸化式の構造をもっている

ので，最適解がもつある種の性質の一般化の証明には

役立つことがある.一例をあげよう.

今，問題をもう少し絞って，錘の重さと，国定滑車

の間隔がどれも等しい場合を考えてみよう:

ml=rrh= ・・・ =mN=m

al=a2= ・・ "=aN=a

解は，誰にでも想像できるとおりで，紐は各錘に等し

く配分され，錘は天井から等距離の所にぶらさがる.

このことを式の上で確かめよう.

この場合，動的計画法の漸化式(以下制約条件省略)

lま

的)=max [すmJ(Si-SHI)2_ a2+ん仏1)] 側

であり，境界条件は

んル1)=tmS耳 側
となる.次にi=N-2の場合を考えれば，漸化式

ん州-2)=maxιm [J(恥2一勧 1)2-a2

互N-I

+Js~_I-a2] 側

において，右辺の最大値は， [ ]内の関数の形からし

て，微分によって求めることができる.すなわち，

一(ぉ-2-SN-I) 
高士[~]=J(SN-内 1)2-a2 十万F7=0 仰

を SN-Iについて解けば，目視により，

§ふ-1戸= ω仙ル恥N卜川一→1ι(

が得られる.それゆえ，これを(31)式に代入して

210 (38) 
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となることは容易に推察されることではあるが，これ

を確かめるには，いわゆる数学的帰納法を用いればよ

い.すなわち，帰納法の仮説として，

ん i+川+叫lバ向(

としてjんN-iを求めてみよう.漸化式は

!N-i(SN-i)=max 与[./(孟二二石二+1)2-=:a2 

SN-i+l 

+a二一二百i-]元)2] 聞

となる.ここでも，右辺の[ ]内を SN-i+lで微分して

ゼロとおけば，

T L  [~] 
U~N-i+l 

- (SN-I-SN一川)
J(SN-i一旦N_HI)2-a2

開

。8)

+ 
sN-i+_1¥ 

J S"-i+l 一((i-l)a)2
v 

となるから， [ ]内を最大にするお i+lが

ん1=ω… (3骨

。副

であることが直ちにわかる これを制式に代入すれば

ん(ト)=手応可読 闘再

が得られ， (35) 式が確認されたことになる.

紐の長き L， 各錘の目方がmの系全体の 1 次のモー

メントはしたカぎって，

瓜L)=子♂可雨宮 (40) 

となる " Naが固定滑車Po と PNの間隔であることに注

意すれば，これが 4 節の仰)式の一般化になってること

がわかる.

7 .デモンストレーションの方法と

あとがき

(33) 

以上，滑車と紐と錘という 3 つの道具を使った実験

を想定して初等数理計画法のいろいろな面をながめて

きた.小道具は，幾何学と力学を通じてわれわれの直

観的理解を助けてくれる.こうなれば，自分ても実際

に器具を使って‘ヤッテ'みたくなるのがエンジニア
きが

の性というものだ.

この実験を，教室でのデモンストレーションが可能

なように準備するには次のようにすればよい.図 7-

1 に示すように，市販の真鍛製の滑車を， L字型に貼り
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図 7-1

合わせた板に取りつけ，これを板の背中に貼りつけた

マグネット・ラパーで黒板に国定して固定滑車とする.

動滑車と錘は，写真用35mmフィルムのプラスチック製

空き缶の底に同様の滑車をとりつけ，中にパチンコ玉

を入れたものである.紐には，よく見えるように，黄

1994 年 5 月号

色いナイロン糸を用いる.また，糸の長きの設定のた

めには，糸を多少長めに切っておき，図のようなアン

カーを用いればよい.すなわち，糸の右端に錘をつけ，

やはりマグネット・ラパーで黒板に固定した厚い円板

に巻きつけておけば紐はしっかりととまる. (このよう

な方法で紐をしっかりととめること自体. Coulombマ

サツの応用例として大変興味深い. [1J) 
きて，このようにして組み立てた器具を示して，動

かしつつ，本稿の例題を説明すれば，実物がもっ迫力

によって大きな説得力が期待できる.ただ，ちょっと

注意しておきたいことは，市販の普通の滑車が意外に

大きなCoulombマサ、ソをもち，手を放しでも鍍が最終

的な位置に到達する以前に無定位の状態で止まってし

まいがちなことである.目的関数である 1 次のモーメ

ントが平らな形状をもっときは，特にその心配がある.

滑車にモリブデン・グリース等をよく塗って滑りやす

くしたり，紐を指ではじくなどの配慮が必要になる.

筆者の経験でもこの辺のところはかなり苦労した.

実験がむずかしければ，アニメーションでやればよ

い.ねらいは，初等数理計画法を幾何学と力学で直観

化することなのだし，力学的事実の方はごく単純なも

ので，われわれの日常経験の中にもあることだから，

事実関係を疑う者もいないだろう.実際のところ，筆

者は本稿を，映像化された講義のプランとして書いて

みたのである.将来，映像化が実現すれば幸いだと願

っている.

[1J 曽田 範宗「摩擦の話」 岩波新書 1971
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