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区間AHPを用いるDEAの改良型領域限定法
小沢知裕，山口俊和，福川忠昭
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1. はじめに

DEA(Data Envelopment Analysis) [IJ , [2J , [3J , 

[13Jは多入力多出力システムの相対的な効率を判定する

手法である.この手法を適用すると，分析の評価対象

(DMU: decision making unit) の相対的な効率が判

明し，効率的でない場合には改善方法についての示唆が

得られる.

DEAでは，評価対象ごとの分数計画問題(実際に解

く場合には線形計画問題)において，入出力項目の最適

ウェイトを決定し，評価対象が効率的かどうかの判定を

行なか入力項目間相互および出力項目間相互の重要性

の関係を分析することなく，客観的な効率分析が行なえ

るとし、う長所がある反面，入出力のウェイトに制限がな

いため，分析者にとって許容できない非現実的なウェイ

ト付けが行なわれる可能性がある.たとえば，ある項目

の最適ウェイトが極端に小さいという解のもとで評価対

象が効率的になると L 、う場合が生じることがあるが，こ

れではその項目を初めから無視しているのと同じになっ

てしまう.そこで，入出力項目のウェイトの下限と上限

とを限定する形で先験的な情報を組み入れた“領域限定

法"が開発されている [IOJ ， [11]. 

領域限定法では，特定の 1 つの項目を基準にして，そ

れ以外のすべての項目との比較を行なうことによってウ

ェイトの比の上下限を設定すると L寸方法を採用してい

るが，項目数が 3 以上の場合に，基準とする項目以外の

項目同士のウェイトの比が正確に表現できないという問

題点がある.また，その点を解決したとしても，上下限

値の妥当性が問題となり，現在のところ，実用的なウェ

イトの限定方法は提案されていない.

本稿では，まずDEAにおけるウェイトの役割を，入

出力項目聞の相対的な評価と，最良の効率が 1 になるよ
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うな基準化の 2 つに分解し，改良型領域限定法の定式化

を行なう.次に，入力の各項目および出力の各項目をそ

れぞれすべて一対比較し，評価値を区間で与えた一対比

較行列[9Jを作成し， AHP[8J , [12Jのウェイト計算法

によって改良型領域限定法のウェイトの上下限を求める

方法を提案する.なお，各入出力項目のデータはすべて

既知であり，各入出力値の上下限幅も既知であるとした

上での一対比較判断なので，各入出力値の範囲内で 2 つ

の項目聞の代替性を区間値で答えてもらうことは比較的

容易であると考えられる.本稿で提案する方法は，比較

的簡便な計算によってウェイトの上下限値が算出できる

実用的な方法なので，実際問題への適用が容易になるも

のと期待できる.

2. DEAの領域限定法

n個のDMUを考え， j 番目のDMUをDMUjで表わ

し，記号を以下のように定義する.

Xij: DMUj の入力 t の値

=1 , 2,… , m; j =1 , 2,… , n) 

Yrj: DMUj の出力 r の値

(r =1 , 2, …, k; j =1 , 2,… , n) 

官官:入力 z にかかるウェイト(変数)

( i =1 , 2, …, m) 

Ur 出力 r にかかるウェイト(変数)

(r =1 , 2, …, k) 

n 個のDMUの中で分析の対象となる特定のDMUを

j=a とし， DMU，α について次のような分数計画問題を

考える.
k 叫

最大化 hα I: Yraur/I: XiaVi (1) 

制約条件
k 勿Z

互 YrjUrぺEXtm謡 1

(j =1 , 2,… , n) (2.a) 

Uγ 己主 o (r =1 , 2, …, k) (2.b) 

町三~ 0 ( i =1 , 2,… , m) (2.c) 

上記の問題を出力を最大化する線形計画問題に変換す

ると次のようになる.

(11) 471 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



y
 

u
 

a
 

γ
 y

 

k
Z
戸

一
一a

 

F
戸
、

レ
u

,Al 大最

ηz 

f割j約条件 1:: X師向=1 (4.a) 

k m 
1:: Yrjur-1:: XりV，孟O

(j =1 , 2,… , n) (4.b) 

Ur孟o (r =1 ,2. …,k) (4.c) 

叫孟o (i =1 , 2, …, m) (4.d) 

この問題の最適解を Ur傘 (r=I ， 2， … ， k) ， Vt* (i=l , 

2，… ， m) ， 最適目的関数値を ι* とすると ， ~a*= 1 で，

かっすべての r ， t について ， ur本 >0， Vt*>O であるよ

うな解が存在するならば， DMUa はD効率的であり，そ

うでなければD非効率的である.なお実際には，この問

題の双対問題を解いて，最適目的関数値が 1 で入力や出

力のスラックがなければD効率的，スラックがあればD

非効率的と判断した方がよい[14].

領域限定法ではある特定の入力項目，それを仮に 1 番

目とすると，その 1 番目の入力項目のウェイト引を基準

にして次式で各入力のウェイトの範囲を限定している.

aiLvl豆町Z五日iUV l =2 , 3, …, m) (5) 

また出力も同様にある特定の出力項目，それを仮に l

番目とすると， 1 番目の出力項目のウェイト Ul を基準に

して次式で各出力のウェイトの範囲を限定する.

ßrLUl~玉 Ur ;;玉 ßrUUl (r =2, 3,… , k) (6) 

ここで， aiL と ap は入力 1 を基準にした各入力ウェ

イトの比町/Vl( i =2， 3 ， … ， m)の上限と下限を表わし，

ßrL とんU は出力 1 を基準にした各出力ウェイトの比Ur
/Ul( r =2， 3 ， … ， k)の上限と下限を表わしている.領域

限定法のモテりレは，上述の(3) ， (4.a) , (4.b)式に加えて，

領域を限定する入出力項目に関して (4.c) ， (4.d)式を(5)

(め式で置き換えたものになる.

3. 改良型領域限定法

領域限定法では，基準にする項目を I つ決め，それと

残りのすべての項目との比較を行なうため，基準とする

項目を含まない項目問の比較は，間接的な比較によって，

本来の上下限の幅よりも上限が大きく，下限が小さいよ

うな表現になってしまう.これは，項目数が 3 以上の場

合に生じる問題点である.

たとえば意思決定者が項目 1 のウェイトの範囲を 2-

4 ，項目 2 のそれを 1-2 ，項目 3 のそれを 8-12のよ

うに考えているものとする.このとき項目 2 ， 3 の上限

値を項目 1 の下限値で除して下限値とし，項目 2 ， 3 の

下限値を項目 1 の上限値で除して下限値とすると，項目
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(め
2 のウェイトの範囲は0.25-1 ，項目 3 のウェイトの範

囲は 2-6 になる.ここで各項目にし 0.25， 6 という

ウェイトをつけると，計算したウェイトの範囲におさま

るが，たとえばこれらをそれぞれ 4 倍して 4 ， 1 , 24と

すると，意思決定者の考えている範囲を越えてしまう.

そこでこのような問題点を解決するために，意思決定者

のもっている情報を直接的に表現する方法を考える.

DEAにおける入出力項目にかかるウェイト U町内の

役割を次の 2 つに分けて考察することにする.

① 項目間(入力項目間あるいは出力項目閑)の相対的

な評価

②最良のD効率値が 1 になるような基準化

ここで Wt: 入力 i の相対的評価値 (i=I ， 2， … ， m)

甲:入力項目全体にかかる基準化のための係数

件:出力 r の相対的評価値 (r=I ， 2， … ， k)

。:出力項目全体にかかる基準化のための係数

とすると J U r , vi はそれぞれ次のような 2 つの変数の積

として表わすことができる.

Ur=lJzr (r =1 , 2, …, k) 

Vt=守即t (i =1 , 2, 一 ， m)

(の

(8) 

Zr と却4 にそれぞれ上下限値を与えて，次式のように

制約することによって，特定の項目と比較することなし

に，項目聞の相対的な制約ができることになる.

ZrL~玉 %r ;i;五 ZrU (r=I , 2, …, k) (9) 

WtL謡Wi~五 WiU (i =1 , 2, …, m) 担的

(3) , (4.a) , (4.b) , (4.c) , (4.d) 式の問題をもとに，

(7)-同式の関係を考慮して，次のような定式化を行なう.

最大化ゐ=去 YralJzr 叫

制約条件 21X仰，=1 (12.a) 

k 

1:: YrjlJzr-~- Xij守τVi 孟O
r=l t=l 

(j =1 , 2,… , n) (12.b) 

IJzr孟 o (r =1 , 2,… , k) (12.c) 

甲τV，~O (i =1 , 2, …, m) (12.d) 

ZrL孟 Zr話 ZrU (r=I , 2, …, k) (12.e) 

W，L話W，語研TiU ( =1 , 2,… , m) (12.f) 
O逗 o (12.g) 

守ミ o (12.h) 

この問題は非線形計画問題になっているが， (η式と (8)

式の関係を利用して，次のような線形計画問題に変換す

ることができる.

k 

最大化む=1:: y:叩Ur (13) 
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"屯
制約条件 51X凶=1 (14.a) 

k 
I; YγjUr -!: XiJ列 Z至。
γ=1 i=l 

(j =1 , 2,… , n) ( 14.b) 

Urf;;O ( r ニ 1 ， 2，… ， k) (14.c) 

Vi孟 o ( i =1 , 2,… , m) (14.d) 

OZrL~三 Ur話。ZrU (r =1 , 2, …, k) (14.e) 

ザWiL豆町孟守Wp (i =1 , 2, …, m) (14.f) 

。孟o (14.g) 

甲孟o (14.h) 

これは(3) ， (4.a) , -(4.d) 式に， (14. e) , (1 4.f)式を

追加した形になっている.これを改良型領域限定法と呼

ぶことにする.

(1司 ， (1 2.a)-(12.h) 式の問題の最適解を zf，即♂，

0*, 7]*， 最適目的関数値をゐ*とし ， 0， ザがどのような

基準化を行なっているかを考察する. (12.a)式に最適解

を代入し，
押z

7]a*=I/I; XiaWi* (15) 

を定義する.これは，相対的に最も有利なウェイト付け

をしたときの DMUα の入力に関する絶対的な効率値で

ある.また， (11)式に最適解を代入し，
k 

~a*/Oa*= I; Yrazr* 
..・1

同)

を定義する.これは，相対的に最も有利なウェイト付け

をしたときの DMUα の出力に関する絶対的な効率値で

ある.したがって，相対的に最も有利なウェイト付けを

したときの DMUa の絶対的な効率値を次のように表わ

すことができる.

ga*=~a*7]a* /Oa* 

=さ YraZr*/f Xia叩♂ (1司

上式を変形すると，

ça*=(Oa*/ね*) ga* (18) 

となる. すなわち ， ZrL;;;;'zr孟ZF および WiL孟 Wi;;;;'

WiU の範囲内のウェイト Zr*, Wi* を用いることによっ

て得られた絶対的効率値 ga* に，基準化のための数値

九*/甲J を乗ずることによってD効率値ゐ*が求められ

ていることがわかる.

4. 区間AHPを用いる改良型領域限定法

効率分析に改良型領域限定法を適用する場合， WiL , 

WiU , ZγL， Zru の値を実際にどのように与えるかとい

う問題がある.本稿では，入力項目間および出力項目問

について，それぞれ一対比較を行ない，一対比較値を区

1993 年 9 月号

聞で与え， AHPのウェイト計算法によって各入力項

目，各出力項目のウェイトを区間として算出する.区間

判断を許すAHPは Saaty 他[9Jによって示されてお

り，これを「区間AHPJ と呼ぶことにする.このよう

にして得られたウェイトの区間にもとづいて ， WiL , 

WiU , ZTL, Zru のf直を決定する方法を提案する.

AHPは階層的な構造をもっ意思決定問題において，

複数の評価基準のもとで，代替案の総合的な重要度を算

出して，順位付けをすることを目的とした手法で、ある.

複数の要素(評価基準や代替案に相当する)各ウェイト

を直接的に与えるものではなく，一対比較行列をもとに

2 つの要素闘の直接的な比較に，他の要素を介在した間

接的な比較の情報を取り入れた計算を行なうことによっ

て，合理的なウェイトを得ることができる.

区間AHPによって WiL， WiU , ZrL , Zru ，を求める

手順を以下に示す.

くステップ 1> (区間一対比較行列の作成)

各入力データの上下限幅とその単位を考慮して，入力

の各項目をそれぞれ一対比較し，評価値を区間で与えた

区間一対比較行列を作成する.実際には，一対比較行列

の上三角部分に対応する一対比較のみに区間判断を求め

る.下三角部分には逆数対角行列の性質をもたせる.入

力 ρ と入力 q に関する一対比較値 ãpq を apqL から apqU

という区間で与え，これを以下のように表わす.

ãpq=[apqL , apquJ (p， q=I ， 2 ， …， m;ρキq) (19) 

入力項目に関する区間一対比較行列は以下の様になる.

([a l1
L, al1uJ [a12 L, alPJ… [al明L ， a ， mUJ � 

勾 I [a21 L, a21uJ [a22L, a22uJ…[a2mL, a2muJ 
A=I 仰)

~[a肌lL， amluJ [a m2L, amPJ…[ammL, ammuJノ

この行列の主対角要素は

ã pp =[I , 1J (ρ=1 ， 2，… ， m) 

であり， (η式と対称になる要素は

ãpq=[I/apqU, l/apqLJ (p , q=I , 2, ''', m; pキ q)

とする.

同様に各出力データの上下限幅とその単位を考慮して

出力の各項目をそれぞれ一対比較し，その評価値を区間

で与えることにより区間一対比較を作成する.出力 s と

出力に関する一対比較値 bst を bstL から b.tU とし、う区間

で与え，これを以下のように表わす.

bst = [bstL, bstuJ (s , t = 1 ， 2，… ， k;sキ t) 位1)

出力項目に関する区間一対比較行列は以下の様になる.
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([bl1L, bl1
UJ [b1ZL, b1ZUJ…[b1kL, b1kuJ � 

I [b21L, b21UJ [b22L, b22UJ…[bzé , b2kUJ 
B=I 

~[bklL， bk1UJ [bk2L, bk2UJ…[bkkL, bkkUJ ) 

この行列の主対角要素は

bss=[I , 1J (s= 1, 2,… , k) 

であり， (8)式と対称になる要素は

bts=[I/b.P, l/bstLJ (s , t=I , 2, "'， k;sキ t)

とする.

くステップ 2> (区間ウェイトの算出)

岡

幾何平均法を用いて，入力に関する区間一対比較行列

瓦から各入力のウェイト û\ (i=I ， 2 ， … ， m) を次式のよ

うな区間として計算する.

W;=[四tL，叩PJ

[~ Oq=lma;qL )1/m 
I:p=l隅(0q=lmapqU)l/隅

(o q=l maiqU) 1ノ冊 ) 岡

I:p=lm( Oq=lmapqL)1/m 

同様に，幾何平均法を用いて，出力に関する区間一対

比較行列 B から各出力のウェイトん (r=I ， 2 ， "'， k) を

次式のような区間として計算する.

ん=[μγL， μrUJ

u Ot=lKbrtL)川

I:'=lK( 日 t= lKbsP)lノK

( Ot=lKbrtU ) 1/ K 凶

I:'=lK( Ot=lKb8tL)1/K 

なお，上述のような幾何平均を求めるために，次のよ

うな区間演算の定義[6Jを用いている.

c を実数とし，区間 d ， ë を ， d=[dL， dUJ ， 直 =[eL，

eUJ とすると ， d L, dU, eL, eU主主 O のとき，区間演算は

以下のように定義される.

d+ i1 =[dL +eL, dU+eU] 

([cdL, cdUJ (c註 0)
cd =1 

t[cdU, cdLJ (cく 0)

d ・ ë=[dLeL， dUeuJ 

d/ë=[dL/eU, dU /eLJ 

ところで，岡式の分母は i の値にかかわらず一定であ

り，実際に利用するのは，後述のステップで示すように，

=2， 3，'''， m の各ウェイトとのウェイトの比で

あるので，分母を省略して次式のように書き直す.

W;=[WiL， 却;UJ

=[( Oq=lmaiqL) 1/m, (Oq=lmaiqU) 1/隅]岡

これによって，演算を繰り返すにしたがって区間の幅
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が広がると L、ぅ区間演算の性質による影響を押さえるこ

とヵ:で、きる.

同様に，凶式も分母を省略して，次式の様に書き直す.

ん=[μrL， μrUJ

=[( Ot=lKb吋L) lI K ， (Ot=lKbTtU)l/KJ 岡

くステップ 3> (WiL, Wp, ZγL， ZTU の決定)

各入力のウェイトの区間 W; の値より ， W;L, Wp を

次式によって求める.

W;L=W;L (i=I , 2, ・・ ， m) 間

百T;U=W;U (i =1 ， 2 ， … ， m) 倒

また， 各出力のウェイトの区間んの健より ZTL，

ZrU :を次式によって求める.

ZTL=μγL (r=I , 2, …, k) 

ZTU=μTU (r=I , 2,"', k) 

岡

剛

このようにして求めた W;L， WiU, ZrL, ZTU を上述

の (14.e) ， (14.f)式に代入することによって，改良型領

域限定法を適用することができる.

ところで， DEAでは入出力値ともすべて定量データ

であるので， AHPで定性的な要素聞の比較に用いられ

ている言語的表現での比較によることなく，入出力デー

タの上下限幅と単位を考慮しながら，項目聞の量的な比

較を行なうことができる場合が多い.また，本稿におい

て区間AHPは，すべての代替案の総合的な順位付けの

ために利用するのではなく，妥当と考えられる入出力項

目のウェイトの範囲を算出するために利用するので， A

HPで検討されている整合性について表立って問題にす

る必要はない.なお，項目間の量的な比較が難しい場合

には言語的表現で比較することになる.一般にAHP で

は， 1-9 とし、う線形型一対比較値を用いるが，指数型

一対比較値を用いた研究も行なわれている[7].表 1 に両

者の対応を示す. p は， I圧倒的に重要」を表わすウェイ

トの比R を決め， ρ =8./R より求めた数値である.線形

型と指数型の比較は別の研究にゆずるが，後述の数値例

では指数型の一対比較値を用いる.

5. 数値例

配送センターをDMU とする表 2 のような 3 入力 2 出

力の問題を考える.ここでは指数型一対比較値を用い，

R=100 とし ， p=8、1'1而とする.入力に関する区間一対

比較行列を次のように作成する.

([pO, pOJ [p-6, pOJ [ρ8， ρ-.Jì 

A=  I [ρ，0， p6J [pO, pO] [p-2, pO] I 
l [p" pB] [pO, p2J [pO, pO] ) 
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([ 1. 000, 1. OOOJ [0.032, 1. OOOJ 

= 1[1. 000, 31.623J [1. 000, 1.000J 

\[10.000, 100.000J [1.000, 3. 162J 

[0.010, 0.100J� 
[0.316, 1. OOOJ I 
[1. 000, 1. OOOJ) 

入力の区間ウェイトを計算すると ， Wl = [0. 068 , 

0.464J , w2=[0.681 , 3. 162J , W8=[2.154 , 6.813J とな

るので W1L =0.068， 日rp=0.464， W 2L=0.681 , 

W 2U=3.162 , W aL=2.154, W3u=6.813とする.出力項

目は 2 つなので，区間AHPを用いることなく，従来の

領域限定の方法で， ZlL= 1. 000, Zlu =50.000, Z2L= 

0.001 , Zë= 1. 000とする.

DEA，従来の領域限定法，改良型領域限定法をそれ

ぞれ適用して効率値を計算し，同じく表 2 に示す.な

お，従来の領域限定法での上下限値は， α2L=W2L/

W 1u= I. 4678, (){2U=W2U/W1L=46 .4158, (){3L=W3L 

/WP=4.6416, (){8U=W3U/W1L=99.9998 , 2゚L=Z2L 

ZlU /=0.0002, 2゚u=Z� /ZlL= 1. 0000とした.この表

から ， DMU10 と DMUi 3は，改良型領域限定法ではD

非効率的であるが，従来の領域限定

法ではD効率的と判定されてしまう

表 1 線形型と指数型の一対比較値

|日制少し重唱なり重健常に重躍的に

堅2I 1 いい I 7 I 9 

指数型 I pO I p2 I p. I ρ6 I ρ8 
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