
力学系とニューラノレネット

上坂吉則
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1. はじめに

表題にある“力学系"と“ニューラルネット"はそれぞ

れ単独で膨大な内容をもっている分野であり，両者の共

通部分をとったとしてもなお 1 冊の本になるくらいであ

る.ここではその中で，関数の最小値を探索するという

話題に絞って両者の絡み合いを考えてみることにする.

はじめに 1 変数の実数値関数:

( 1 ) E(x)=+(Xー 2)2

の最小点を求めるという，ごく簡単な問題を考えてみよ

う.最小点が x=2 であることは，徴分法を使うまでも

なく，すぐわかる.

この問題をあえて少し難しく求めてみることにする.

つまり，変数zを時間 t の関数と考えて，与えられた関

数Eから作られる次のような力学系:

( 2 ) 
dx dE 
一一=一一一=一 (xー2)=-x+2
dt dx 

を考えてみる. この右辺から容易にわかるように x<2

(x=2 ， x>2) のとき dx/dt は正(零，負)となる.し

たがって上のカ学系の状態(つまり，微分方程式の解の

値)はどんな初期状態(初期値)から出発しても，つねに

2 に近づく.この 2 は明らかに関数Eの最小点である.

このように，関数の最小点は，多くの場合，力学系の状

態が漸近していく t→∞における状態(これをその力学

系の漸近安定点という)として求めることができる.

次に上の関数Eの閉区間[ー 1 ， +IJ における最小点を

求めることを考えてみよう.この区間ではEは明らかに

単調減少であるから，最小点は x=1 である.しかし，

上の力学系 (2) をそのまま使うと具合が悪い.つまり，

初期状態を開区間(ー 1 ， +1)"のどこにとっても状態は最

小点に近づいてはゆくが，ついにはそこを通過していっ

てしまう.そこで区間の両端で状態が停止するようなス

ト・7 パーを上の力学系に入れてみる:
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dE 
(3) a，a:= 一 (1 ーが) "';.ー=(I-x2 )(2-x).

dt -'d 

そうすると区間[ーし +IJ上では依然として dx/dt>0 

であるから状態は最小点 x=1 に近づいてゆき，充分近

くにくると，式 (3) の因子 1 ーがが働いて ， dx/dt は

充分小さくなり ， t→∞で最小点の所に停止する.この

ように因子 1-x2 は状態が最小点を通り過ぎてしまわな

いようにするためのプレーキの役目を果している.

このようなストッパーをもった力学系だと，仮に 2 点

から成る集合{ーし +1} の上でのEの最小点を求めよと

いわれでも大丈夫である.しかし，関数Eが

1 1 1 ¥2 
(4) E(x)=-;...(x--;...I 

2¥ 21 

となると困ってしまう.実際，このときの力学系は

( 5 ) 
dE.-I 1 、

Er--)zz=(142)lt-) 

となるから， 初期状態が何であっても， 状態は x= 1/2

に近づいてしまい，集合{ーし +I} 上での最小点は得ら

れないというわけである.

しかし，少し落ちついて考えてみると，集合{ー 1 ， +I} 

の上で最小点を求めるのであるから，関数Eの定義域も

集合{ー 1 ， +I} としてよい.このとき定義域の上ではつ

ねにが=1 であるから，式 (4) のEは

1. .1¥ 1/5 ¥ 
(6) E(x)=-;...(x2 -x+--;， I=-7;-!一一 l¥- -, 41 2¥4 -/ 

とも書けることになる.この段階で改めてEの定義域を

[ー 1 ， +IJ と考えることにすると，式 (5) の力学系は

dE_I 
( 7) 一一=一(l-x2 )一一 =-;...(1 -x2 )>2

dx 2 

となり，今度は状態zは単調に増加して最小点 x=1 に

漸近する.

この最後の例における最小点を求める過程は 4 つのス

テップに整理することができる:

1. 変数の値が:t 1 の 2 値をとる実数値関数 E(式

(4)) が与えられる.

2. x2=1 という関係を利用して E の定義域を

[ー I ， +IJ とみなしたときの極小点 1/2 を取り除いた形
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に変形する(式(6)).

3. この式 (6) の定義域を[ー 1 ， +IJ と考えて，力学

系 (7) を作る.

4. この力学系の漸近安定点として最小点を求める.

つまり，この過程は，大げさにいえば 2 値変数の関数

の最小値問題の解法を与えているということになる.

1985 年， カリフォルニア工科大学の Hopfield と

Tank がある種のニューラルネ γ トによって 2値変数の

2 次関数の最小値問題が解けることを示唆し，大きな関

心を呼んだ [3J このアイデアの数学的なエッセンスは.

上に述べた解法の 4 つのステップに点を除いて，す

べて言いつくされているといってよい.

その 1 点とは最小にしたい関数が 1 変数ではなく多変

数だということである.関数 E が l 変数ならば E( ー 1)

と E(+I) を計算してその大小を較べれば，最小値問題

は難なく解けるわけで，力学系などを大げさに持ち出す

必要はない.しかし n 個の変数の関数の最小値問題を

考えるとなると，変数 x=(XI> "'， xn ) の取り得る場合

の数が 2n 通りと指数関数的に増大し，問題はし、ちじる

しく困難なものになる.この難点を解消しようとするの

がニューラルネットによる力学的な解法である.

それには，上の解法を多変数の場合にも通用するよう

に，話をややベダンチックに飾り立てればよい.以下で

はその“飾り"の部分を主として説明し，そののちこの

種の力学系の特別の場合がニューラルネットによって実

現されることを見ることにする.

2. 最小値探索のための力学系

集合 X={XIX=(XI> … ， Xn)t， Xt=:t 1} の上で定義さ

れた実数値関数Fの最小点を探索する問題を考える.つ

まり 2 値をとる多変数の関数の最小値問題である.こ

こに t はベクトルの転置を表わす.Fをこの問題の目的

関数と呼ぶことにする.

本論に入る前に，目的関数の標準形について考えてお

くことにする.この種の関数はつねに多項式の形で書け

ることは明らかであろう.実際，パラメータ r:::::::(r t， "', 

rn ) ， η=Oor 1 をもっ X上の 2T 個の関数:

(8 ) 仰;γ)=(弓旦t".(与1t)Tn

の全体はXから実数集合への関数全体が作る線形空間の

基底になっていることから Fは \O (x; r)の線形結合で

書ける.したがって Fは XI> … ， x旬の多項式となるが，

それだけではなく式 (8) の形から容易にわかるように，

320 (6) 

XI> … ， Xη の内の 1 つ，たとえば Xi ， を除いて他の変数

を固定すると F は引に関して 1 次式になるといういち

じるしい性質をももっている.このことをFは多重 1 次

形式を成しているという.別の言い方をすれば，各変数

Xt に関してそのべき乗 XtP がし、っさい含まれていない

ということにほかならない.

組合せ的最適化問題の多くは 2 値多変数の実数値関数

Fの最小値問題に帰着できる [ 4J. このとき目的関数F

が必ずしも多重 1 次形式にはなってなL 、かもしれない.

しかし，変数引は士 1 しか取らなし、から ， xt2=1 がつ

ねに成り立っている.この関係を繰り返しFに適用すれ

ば，やがては引のべき乗をすべて F から排除すること

ができる.したがって一般性を失なうことなく，今後は

多重 1 次形式の最小値問題を考えることにする.与えら

れた目的関数を多重 1 次形式化する過程は上に述べたス

テップの 2 に相当する.

さて，目的関数Fの最小点を求めるために，上のステ

ップ 3 にならって ， Fの定義域をXから n 次元超立方体

C=[ー 1 ， +IJn に拡大した関数Eを考え，式(7)に相当

する力学系:

� 
(9 ) 竺竺1..:::::::一 (l-x♂)τー， i=l , dt -. , ﾒXt 

を用意する.関数Eを目的関数Fのエネルギーと呼ぶこ

とにする.力学系 (9) の軌道の上では

( 10) 
dE 笠 òE dι !!，，. _.l�¥2 
dt=五石JEl=-51(l-Z42)切戸。

となるから関数Eは軌道上で時間とともに減少してい

くことになる.しかし， Eは多重 1 次形式であるから，

いわゆる極小点はもたない.したがって Eは減りっぱな

しということになるが，式( 10) のストッパー l-Xt2 の

おかげて、，立方体Cのどこかの頂点に漸近する可能性は

ある.もし目的関数 F の最小点 X* に漸近するならば，

この力学系によってFの最小値問題が解けるわけで，め

でたしということになる.

しかし，実は残念ながら，状態が漸近する点は最小点

X* 以外にもたくさん存在するのである.そのことを正確

に述べるために Fの極小点とし、う概念を導入しよう.

目的関数 F の最小点 X* とはいうまでもなく

(11) VXEX:F(xホ)孟F(x)

を満たすXの点のことである.それに対して極小点とい

う概念は必ずしも一意には定まらないが，ここでは次の

ように定める.まず，点 X=(XI> … ， Xn)t の近傍 B(x) を

(12) B(x) ={(XI> … ， Xトh -XúXt+h …, Xn)t 

li=l ,…, n} 
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と定め，点 X*EX が

(13) ,<:/ xEB(x*) :F(x*)<F(x) 

を満たすとき x* を F の極小点(の l つ)であるという

ことにする.幾何学的には次のようなイメージになる.

いま， Xを n 次元ユーグリッド空間の中の原点を中心に

もつ 1 辺が 2 の超立方体の頂点の集合と同一視しよう.

このとき， ポはこの立方体のどこかの頂点に対応する

が，この頂点につながっている辺のもう一方の頂点を集

めたものが z本の近傍 B(x*) であり，その各頂点におけ

る F の値より F(x*) の方が小さいというわけである.

このような極小点の定義を用いると，エネルギーE と

Fの極小点 x* との間に

� 
(14) Xí*";:':ー(ポ)<0， i=l , …, n 

υ必-i

と L 、う関係が成り立つ.

実際， E は多重 1 次形式であるから，変数引に着目

すると，適当な n-I 変数の関数 Et. E2 が存在して

(15) E(xI， … ， xπ )=E1 (xt. …， Xì- I， Xi+h …, Xn)Xi 

+E2(xt. … ， xぃhXi+h … ， xn )

という形に書ける.この式の引に一引を代入したもの

を用意し辺々引くと ， ôE/ÔXí=E1 に注意して

(16) E(xt.'''， xトh Xi , Xi+h "', Xη) 
、 ôE-E(X1…, x• h -Xi ， Xi+l ・・ xn )=i+h "', Xn) ='L.Xt石J

が得られる.この式の z に極小点 x* を代入すると

� 
(17) E(x*)-E(y*) =2x♂τァ(x*)

υιt 

となる.ここにfは x* の近傍の点である.したがって

上の極小点の定め方から，式( 17)の左辺が負となること

がわかる.

式( 14)に注意すると，力学系の状態l士一般に目的関数

Fの極小点に漸近することを確認できる.それには，微

分方程式の定性的理論 [2J に従って，極小点 z本におけ

るカ学系 (9) のヤコビ行列:

(18) J(x*) 三

[ijaE18fiM}| 百五(一 (l-x12 ) 百五j 珂一(l-x12 ) 百五J I 
句、，

( ,. ..., � 1 � ( ,. ., � 1 I 
石~t一 (l-xn2 )副百二t-(I-xn2 )珂j日*

の固有値の実部がすべて負であることを確認できればよ

い.この固有値は容易に計算できて，実は式( 14)の左辺

で与えられ，したがってすべて負である.つまり ， Fの

極小点はすべて漸近安定であって，力学系 (9) の状態は

すべて目的関数の極小点に漸近すると L 、うわけである.

目的関数の極小点の中にはもちろん最小点も含まれて

1992 年 7 月号

し、る.したがって，初期状態を上手に選ぶことができれ

ば，上の力学系によって 2 値をとる多変数の関数の最小

値問題が解けるということになる.

しかしそのような初期状態を具体的にどのように設定

すればよ L、かは，きわめて難しい問題であって，現在の

ところ立方体Cの中心付近，すなわち状態空間の原点近

傍にとれば，多くの場合最小点に漸近する可能性が高い

ことが実験的に確認されているに留まっている [5 J. 

3. 擬似勾配系

ところで式 (9) においてストッパー，つまり，右辺の

因子 l-xí2 がなければ， これは E をポテンシャルエネ

ルギーとする勾配系と呼ばれる力学系になる.つまり，

x=(xt. …, xn)t に対して

ぽ互 � ,_,\ (19) (grad E)(x) 芸{;: (x) , …, ;:: (x) 1 
、 v_，“'n

と書くことにすると，勾配系は

(20) 五三=ー(gradE)(x)
dt '''' 

なる連立の微分方程式に従う力学系である.

この種の力学系の性質は比較的簡単で，容易にわかる

ように，解軌道の上で

dE 
(21) d子=一 (grad E)(x)t (grad E)(x)= 

-1I(grad E)(x)1I2:S;;0 

が成り立つ.したがって，もしEが孤立した普通の意味

での極小点 x* をもてば， E は x* の近傍で狭義のリア

プノフ関数となるから，ポが漸近安定であることがL 、

える [2J. それ故，勾配系シミュレートすることによっ

て，関数Eの最小点(一般に極小点)を求めることがで

きるわけで、，これがL 、わゆる最急降下法に他ならない.

一方，われわれの力学系を式(20)の形に書くために

I l-x12 0 1 
(22) V(x)三|\|

L 0 l-xn2 J 

とおくと，式 (9) の力学系は

(23) 与=-V (x)( grad E) (x) 

と書くことができ，式(21)に相当する式は

dE 
(24) 'd7 = 一 (grad E)(x)t V(x)(grad E)(x) 

となる.ところが，式 (9) から容易にわかるように，初

期状態 x(O) が超立方体C内から出発する軌道はCの中

に留まり， Cにおいては V(x) は半正定値であるから，

この軌道の上で式(24)は非正である.したがって勾配系

の場合と同じ議論によって，式(23)の平衡状態 H が E

(7) 321 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



� !1. 
τ一一=- ~ a"x ,-b,. i= 1. ….n 
OX; j~1 

と計算されるから，力学系 (9) は

与=(1-Xi2 )jtatjxj+bt} ， i=l , ....n 
“ e ‘ f=1 

となる.ここで・新たに n個の関数例を

(32) Xt(t) 三 tanhudt) 

で導入する.そうするとこの式から導かれる関係:

互主=(1-Xt2洋生
dt 

3争子=古A向叩jX州.X中叩t戸内z司t叫an帥n出hu的川j ，μ共i戸凡=

という形に書き改めることができる.

ところがこの式は実はニューロン素子の時間的な挙動

を支配するダイナミックスとみることができる(甘利，

1978). つまり，シナプスにおける重み係数が au， … ， ain 

でしきい値が -bi であるニューロンに入力 Xh' ・ '， XfI. が

印加されたときの内部電位向と出力的は式(34)の微分

方程式に従うと L 、うわけである.

を使うことによって，上の力学系(31 )は

(30) 

(31 ) 

(33) 

(34) 

の孤立した極小点ならば，それは漸近安定であることが

いえる.そしてEが目的関数Fから作られたエネルギー

である場合には， Fの極小点は式(23)の平衡状態であり

しかも Eの C内での孤立した極小点でもあることから，

上と同じ結論が得られる.つまり，ヤコピ行列の固有値

を計算しなくても，勾配系の議論を真似ればよかったわ

けである.

このように 2 値多変数の関数の最小値を探索する力学

系は勾配系と非常によく似た力学系である.また，これ

までの議論から容易に推察できるように，式(22)の V(x)

は対角行列である必要はなく，要は軌道の存在領域で半

正定値であれば同じ議論が成り立つことになる.そして

このことから上の力学系を少し拡張することができる.

そのためにまず勾配系を少しばかり拡張しておくこと

にする.いま ， Ur;;;，，9Rn を開集合とし ， EをU上で定義

された連続 2 回微分可能な関数とする.また， VをU上

で定義された関数列j を成分とする n 次の正方行列:

rVu(X) … Vln(X) 1 
V(x)=1 九

LVnl(X) …九偽(X)J

でU上で半正定値であるとする.このとき，力学系: L 、ま，このようなニューロン素子を n 個用意し，その

各出力をすべての素子の入力にフィードパックすること

によって得られる回路，すなわち，相互結合型の回路を

考える.そうするとこのニューラルネットの動作は他な

らぬ式(34)の，したがって式 (9) においてエネルギーが

2 次式である場合の力学系で表わされることになる.

関数Eはこのニューラルネットのエネルギーと呼ば

れ，上で一般の場合にみたように，時間とともに減少す

る.この性質を利用して組合せ的最適化問題を解こうと

いうのが Hopfield らのアイデアである.

(25) 

与=-V(内rad E)(x) 

をU上の鍍似勾配系と呼ぶことにしよう.特に V(X) が

単位行列のときが遜常の勾配系に他ならない.上で述べ

たように，擬似勾配系の平衡状態 H がEの孤立した極

小点ならば， x* は漸近安定である.

4. 

目的関数Fが 2 次関

ニューロダイナミックス

ここで力学系 (9) に話を戻して，

数の場合を考える:

(26) 
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(27) 

ニューラルネットによる力学系(31)は擬似勾配系の特

殊な場合であることを上で見たが，そのストッパーを少

し一般化すると生物系などによく現われるレプリカ力学

系 [6J と呼ばれるものの特殊な場合になっていることが

わかる.そのことを簡単に紹介してこの稿を閉じること

としよう.

力学系(31)で bi=O とおいて，式(23)の形に書くと

互主=V(x)Ax
dt 

(28) aii=O. aり =aji

と仮定してよいことに注意しておく.実際，式(27)にお

いて ait'*O ならば，関係 xi2 =1 を用いてFを多重 1 次

形式に直せばよいし ， aij't= aji ならば(aij+aj;l/2 を改

めて atj とすればよ L 、からである.

さて目的関数Fに対応するエネルギーEは
(35) 

となる.ここにAf:t aげを i 行 j列の成分とする行列で

あり ， V(x) は式 (22) のストッパーである.

パーを少し変更して

このストッ

n n 
E(x)=-+ L: a;jxixj- J:, b;Xi 

L i ,j=l i=l 

であり，やはり式(28)が成り立つとしてよい.この式

(28)に注意すると

(29) 
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fvu(X) …Vtn(X) 1 
(36) V(x) 三 1 ， vij( x) 三 Xi(Òij-Xj)

Lvnt(x)…九π (X )j

とおいてみる.ここに占りはクロネッカーのデルタであ

る.そうすると，この V(X) は nー 1 単体:

(37) ム三 {(Xj， "., xn)tlxt+…+xn=I , Xt :2: 0} 

の上で半正定値になることを示すことができるので，式

(35)の V(X) にこのストッパーを代入して得られる力学

系はこの単体上での擬似勾配系になる.いま，この力学

系を成分で書くと，式(36)に注意して

(38) 筈!.=Xt [(Ax)tーがAxJ， i=I ,..., n 

が得られる.ここに (AX)i はベクトノL- Ax の第 i 成分で

ある.

これまでは行列A として式(28)を満たすもの，すなわ

ち，対角成分が零の対称行列を考えてきたが， A として

一般の行列も許容すると考えた力学系がレプリケータと

呼ばれるものである.したがってレプリケータは，一般

には，もはや擬似勾配系というわけにはL、かず，その振

舞いも多様になる.そのため進化や生物行動や社会科学

などの多くのダイナミックスに登場してくるが，ニュー

ラルネットはこうした内容豊かな力学系のファミリに実

は所属しているのである.
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