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1. はじめに

代替案の中から複数の評価基準のもとで最も望まし

い案を選択する方法の 1 っとして Saaty が開発した

A H P (Analytic Hierarchy Process) がある[ 7], 

[8J. AHPは企業体およびその他の組織体の種々の計

画分野で利用されており，その有用性はすでに確認され

ているが，実用上改善すべき点も L 、くつか存在する.

本論文では. AHP の改善すべき点として次の 3 点を

あげて検討する.

(1) 比較しにくい要素に対しでも一対比較を行なわなけ

ればならない点

(2) 評価基準，代替案の数が大きい場合に，一対比較の

回数が膨大になる点

(の すべての一対比較が完了するまで，整合性のないー

対比較値のチェック，修正が行なえない点

これらに対して. Harker の 2 種類の不完全一対比較

[ 3 J. [4 J を基本にし， 逐次的に整合性のない一対比

較値を千エツタしながら修正を行なう対話形式による不

完全一対比較のアルゴリズムを提案する.

2. AHPの問題点

ι:::11 a21 a28 ・ a2π

anl an2 an8 ... 

で表わされる.ここで. aJj=l/aりである.ウェイト・

ベクトルを WT=(Wh W2. …，叩η) とすると atj=加;/

Wj と考えられ，

「叩J!WI 却I/t内…加J!Wη1

A=I 町内1 W2/即2 .., W仰π|

L却η/叩1 Wn/卸却η/WnJ

となる.ここで，

Aw=nw (1) 

となり w は A の最大固有値に対応する固有ベクトル

として求められる.

AHP は，

③ 意思決定者の主観的評価が取り入れられる

⑥ 質的な評価基準を扱うことができる

@ 一対比較の整合性のチェックが行なえる

③ 計算が簡便である

という理由等で広範に利用されている.

しかしながら，なお実用上改善すべき点もいくつか存

在する.本論文で改善対象とする点は以下の 3 点であ

AHPでは，問題を評価基準のレベルと代替案のレベ る.

んというように階層構造化し，意思決定者の主観的なー (1) AHPでは，意思決定者がすべての一対比較を行な

対比較から，各評価基準に与えるウェイト(重み)と各 うことを前提としているが，すべての一対比較が容易

評価基準ごとに評価したそれぞれの代替案の評価値とを に行なえる場合は現実には少なく .AはB よりも「若

求め，それらを合成して代替案の総合評価値を計算す 干重要J (3 倍のウェイト)なのか重要J (ラ倍の

る. ウェイト)なのかの判断が困難である一対比較の箇所

ウェイト計算の基本になる一対比較行列は，要素 i と が存在することが多い.このように判断にあいまいさ

要素 1 の一対比較値を aij とすると が存在することが多い.このように判断にあいまいさ

が存在する場合に対するアプローチとして. Saaty 他

やまぐち としかず東京理科大学 [9J の区間判断を許す方法. Lootsma[ 5 J や Buck-

すずき あっし 暢ソニー ley [ 1 J のファジィ数で与える方法などがあるが，

受理 91.7.31 再受理 91.10.29 いずれも意思決定者の作業量と計算量の増加，解析の
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複雑さといった点から実用的とはL 、えない.これに対

して， Harker [3 J による明確に行なえない比較を

パスする不完全一対比較は有効な方法であるが，後述

のような問題点が存在する.

(2) AHP では評価基準，代替案の数が大きくなると，

一対比較の回数が増加し，意思決定者の負担が増大す

る.これに対して， Harker の一対比較の回数を積極

的に減少させる方法があるが，後述のように問題点が

存在する.

(3) AHP では，すべての一対比較が終了するまで整合

性のない一対比較値のチェックおよび修正が行なえな

い.すべての一対比較が終了してから一対比較値を修

正する方法としては増田 [6J の方法があるが，実際

には，一対比較の途中で一対比較値を調べながら必要

に応じて修正できる方が望ましい.

本論文では， (1) と (2)に対する改善方法として Har

ker の 2 つの方法を合成した不完全一対比較法を検討

する. (3)に対する改善方法としては，増田の方法を拡張

し，逐決的に一対比較値をチェックしながら修正を行な

う方法を検討する.さらに，これらを総合して，整合性

のない一対比較値の逐次チェック，修正を対話的に行な

う不完全一対比較のアルゴリズムを提案する.

3_ 不完全一対比較の考え方

Harker は空白要素のある一対比較行列(不完全一対

比較行列と呼ぶ)からAHP ウェイトを計算する方法を

2 種類提案している.これらの方法によると，部分的に

一対比較をパスしでもウェイトの計算が行なえるので，

判断にあいまいさが存在する場合や，問題が大規模で意

思決定者の判断の負担が大きな場合には有効な方法であ

ると考えられる.

Harker の第 1 の方法 [3 J は，意思決定者が一対比

較を明確に行なえないと判断した場合に，その一対比較

をパスして空白要素とした不完全な一対比較行列からウ

ェイトを計算する方法である.これは，比較しにくい要

素をパスすることに重点をおいた方法で・あり，手順は以

下のようである.

① 比較しにくい要素をパスし，空白要素のままで不完

全一対比較行列Aを作成する.ただし，要素数を n とす

ると，最低限必要な一対比較の回数は (nー 1) 回であ

り，一対比較の関係を有向グラフで表現した場合，グラ

フが l 本の木 (spanning tree) になっている必要があ

る.

1992 年 5 月号

②不完全一対比較行列Aのすべての空白要素には，

整合性があるものと仮定し， 対応するウェイトの比率

(Wi/Wj) を代入して， 不完全一対比較行列を表現しな

おしそれをと Aする.

③ ウェイト・ベクトルを wT =( 即h W2， … . Wn ) とす

ると，国有値問題は Bw巴 .I.w となる. この式を展開し

て整理したものを新たに Cw= .I.w とする. ここで，行

列Cは不完全一対比較行列Aの空白要素を O で置き換

え，かっ i 行の対角要素をAの z 行にある空白要素の個

数に 1 を加えたものでおきかえたものになっている.

④ 行列Cの最大固有値に対応する国有ベクトルを求

め，これをウェイトにする.

この方法は 空白要素の値を埋めなくても簡単にウェ

イト計算できるとしみ長所をもっているが，

(a) 一対比較の要素が多い場合に，一対比較の回数を

積極的に減少させるアルゴリズムが確立されていな

• 、l
w
 

(同 すでに得られた一対比較の値を利用して空白要素

を埋めるので，一対比較に整合性がない場合には，

整合性のない一対比較値にウェイトが影響を受けや

すい.

とし、う短所を持っている.

Herker の第 2 の方法 [4J は，最低限必要な一対比

較を行なったあとで，一対比較を 1 つ追加するごとにウ

ェイトを計算し，適当な終了基準を設定して一対比較の

回数を積極的に減少させる方法である.手順は以下のよ

うである.

① Herker の第 1 の方法と同様に，要素数を n とした

場合，最低限必要な (nー 1) 回の一対比較を行ない，完

全一対比較行列を作成する.

② 不完全一対比較行列の空白要素の値を (nー 1) 個の

値を使っていったん埋める.すなわち，不完全一対比較

行列を有向グラフで表現し，ランダムにいくつか選んだ

間接的なパスの値の幾何平均値を該当する空白要素の値

とし，完全一対比較行列Aを作成する.

③一対比較行列Aの最大固有値に対応する固有ベクト

ルを求め，各要素のウェイトにする.

④ 設定された終了基準 (a*) を満足するかどうかを判

断する(なお回目は終了の判断は行なわず次の⑤に

進む).

|叩t山 -Wi(k-OlaCk)=max I l.V i'-'~."'i -'1 
W/k-1l 

(2) 

と定義し a(k)三三日ならば⑦へ，がれ>日ならば⑤へ
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進む (Harker は日本 =0.05 としている).

ここで，上式において i=I ， 2 ， ・ ..， n で，

k: 行なった一対比較の回数(アルゴリズムの

途中で行なわれた判断の回数)

W.(k): k 回の一対比較から求められた第 z 要素の

ウェイト

である.

⑤②で作成した完全一対比較行列Aを用いて，次式で

示される各空白要素の値 atj (i , j は空白要素に対応し

た添え字)に対するウェイト・ベクトル w の感度係数

を計算する.

11=( 【A-Àma叉】d ー 1.
"'JL ・ 1

[( ViWj一号制【W】o-[<Z:]o] (の

ここで，

ﾀma" :一対比較行列Aの最大固有値

w: 一対比較行列Aの最大固有値に対する固有ベ

クトル

v: AT の最大固有値に対する固有ベクトル

(vTw=1 に基準化)

<z:: j 番目の要素が Wj， i(i> j) 番目の要素が

一回t! (aij)2 で， 他の要素は O の n 次の列ベ

クトノレ

【Aーえma"】:行列 AーÀ.max の第 n 成分のみをすべ

て 1 で置き換えた nXn 行列

【m】。:ペグトノレ却の第 n 成分のみを O で置き換え

たベクトノレ

【z】。:ベグトノL- <z:の第 n 成分のみを o -;亡、置き換え

たベクトノL

⑨ 感度係数の各要素の平方和が最大になる空白要素に

対する一対比較を追加する.ただし，比較しにくいなら

ば 2 番目以下の空白要素の比較を行なってもよい.②

に戻る.

⑦終了する.最低限必要な (nー 1) 回の一対比較を含

め合計 h 回の一対比較を行なって終了する場合， W/k-l) 

を各要素の最終的なウェイトとする.

この方法の長所は以下のようである.

(的設定した終了基準のもとで，ウェイトの信重量性を

損なわない程度に一対比較の回数を減少させること

ができる.

(b) 次に行なうべき一対比較の場所を情報として示す

ことができる.

一方，短所は以下のようである.

238 (44) 

(a) 空白要素の値として，ランダムな間接的なパスの

値の幾何平均値を用いているので，パスのとりかた

によって債が変わる.

(b) ウェイトの計算量が多い.

(c) 一対比較の回数が少ないうちに終了した場合，ウ

ェイトの信濠性が保てないことがある.

(d) すでに得られた一対比較の値を利用して空白要素

を埋めるので，一対比較に整合性がない場合には，

整合性のない一対比較値にウェイトが影響を受けや

すい.

4. 提案する方法

上述した Harker の 2 つの方法の長所を組み合わせ

て不完全一対比較のアルゴリズムを作成する. 2 つの方

法を検討した結果， ウェイト計算には， 計算量が少な

く，空白要素を埋めずに計算が行なえる Harker [3 ] 

の方法を採用する.完全一対比較行列の作成方法(空白

要素の埋め方)は，各空白要素の値を Harker [3 J で

求めたウェイトの比叩i/τVj を用いて埋めることにす

る.アルゴリズムの全体的な流れは Harker [4 J を基

本とし，終了基準はポ=0.05 とする.

さらに増田 [6J の方法を拡張して，一対比較を行な

うごとに一対比較値の整合性のチェック，修正が行なえ

るような手順も追加する.増田の方法は，すべての一対

比較が終了したあとで，一対比較行列の各要素に対する

整合度 (c. 1.)の感度係数(整合度を一対比較値で偏微

分した値)を計算し，全体の整合度を高めるためにその

値が最大となる一対比較値を修正する方法である.この

増田の方法を，一対比較を行なうごとに一対比較値のチ

ェッタおよび修正ができるように改善する.

提案するアルゴリズムを以下に示す.

①最低限必要な (nー 1) 聞の一対比較を行ない，不完

全一対比較行列を作成する.

②不完全一対比較行列から Harker [3 J の方法によ

り，各要素のウェイト， C. 1. (Consistency Index : 

整合度)および C. R. (Consistency Ratio: 整合比)

を求める.なお， C. R. の計算に必要なランダム整合度

は， Forman [2 J が示した不完全一対比較用の数字を

利用するが， Forman は n ( 要素数) 7 以下の場合のみ

を計算しているので n注8 の場合については'iJIJに計算

しておく必要がある.

③ 不完全一対比較行列より，すでに与えた各一対比較

値に対する C. 1.の感度係数を次式で計算する. ただ
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5 

② 各要素のウェイトは叩1<"=0.3603，叩2(4) =0.1798，

叩sω=0.0595，叩4ω =0.3553， w.w=0.0451 となる.

また， Àmax =5.000, C. 1. =O.OOO, C. R.=O.OOO であ

グラフによる表示

1/4 
-ーーー噌~

・骨ー』・

4 

図 1

1 回目はパスして⑦へ.

iJC.1. / v ,W. \| 

iJaij =/n=t，ViWj一百五戸)/

④②で求めた C. 1., C. R. の値，および③で求めた

感度係数が最大で整合性がないと考えられる一対比較

と，整合性があると仮定した場合に予測される一対比較

値(予測値)をもとに，すでに行なった一対比較を修正

するか，あるいは修正は行なわないで新しく一対比較を

追加するかを決定する.ここで，予測値は②で、求めたウ

ェイトの比を計算し，その値に最も近い一対比較値(1，

2，ー， 9 および 1/2， 1/3，…， 1/9) とする. 修正する

場合は⑤へ，修正を行なわないで新しく一対比較を追加

する場合は⑥へ進む.

⑤一対比較の値を修正する.②に戻る.

⑥ Harker [4 ]で示された(2)式の計算を行なって，

終了するかどうかの判定を行なう.終了と判定された場

合には⑨へ進む.日=0.05 とする.

但)

し，

る.

⑦ ②で求めたウェイトの比を用いて空白婆素を埋めた

完全一対比較行列は表 2 のようになる.各空白要素に対

するウェイト・ベクトノレの感度係数は表 3 のようにな

る.

⑧ 感度係数が最大の空白要素 (5， 1) の一対比較を行

ない， 1/5 を入れる(空白要素(1， 5) には， 5 を入れ

る.表 4 参照).

②表4 の行列から各要素のウェイトを計算.すると，

WI(日 =0.3305，却が5)=0.1910，叩.(')=0.0613 ， ",,(5)= 

空白要素の値を②で、求めたウェイトの比を用いて埋

め，完全一対比較行列を作成する.この行列を用いて，

すべての空白要素に対するウェイト・ベクトル却の感度

係数を Harker [4 ]の(3)式を用いて計算する.

⑧ ⑦で求めた感度係数が最大になる空白要素について

一対比較を行なう.ただし，比較しにくい場合には 2

番目以下の空白要素の比較を行なってもよい.②に戻

⑦ 

る.

⑤ 終了する.最低限必要な (nー 1) 回の一対比較を含

め合計 h 回の一対比較を行なって終了する場合，四円一1)

を各要素の最終的なウェイトとする.

① 2 6 8 

② 1/2 3 0.50 4 

③ 0.17 1/3 1/6 1. 33 

④ 2 6 s 
⑤ 0.13 1/4 O. 75 0.13 

⑤ ④ 

完全な一対比較行列

i (| ② 

表 2

① 
例

要素数が 5 個の数値例をmいて提案する方法でウェイ

トを計算する.

値数5. 

① 表 1 のように最低限必要な一対比較を行なL 、，不完

全一対比較行列を作成する.これをグラブで示すと図 1

のようになる.

度係数

空白要素 l 感度係数 l 空白要素 l 感度係数
(1, 3) 0.010 (3, 1) 0.351 

(1, 4) 0.100 (4, 1) 0.103 

(1, 5) 0.007 (5 , 1) 0.453 

(2, 4) 0.145 (4, 2) 0.037 

(3，日 0.011 (5, 3) 0.020 

(4，ラ 0.007 (5 , 4) 0.443 

感表 3

最低限必要な一対比較

il112lJ31 ー|

表 1

ヨ
J
'
a

〆
O

4 

1/6 
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0.3606, 叩5(5)=0.0566 となる. また， C. 1. =0.004, 

C. R.=0.020 である.

③すでに与えた 5 筒所の一対比較値に対する C. 1.の

感度係数を計算すると表 5 のようになる.

④ 要素 (5 ， 1) の値を修正することにする.

⑤要素 (5， 1)の値を1/5 から1/6 に修正する(し

たがって，要素(1， 5) の値は 6 にする) (表 8 ). 

②表 6 の不完全一対比較行列より，各要素のウェイト

は即，(日 =0.3402， W2(日 =0.1861 ，加a(日 =0.0609， W,(5) 

=0.3613, W.(日 =0.0516 となる.また， C. 1. =0. 002, 

C. R.=0.008 である.

④ ③で求めた C. I.の感度係数(数値は紙面の関係で

省略)を参考にし，修正は行なわず一対比較を追加する

ことにする.

⑥ a(日 =0.12>ポ=0.05 なので⑦へ.

⑦完全一対比較行列を作成し，各空白要素に対するウ

表 7 感度係数

空白要素 l 感度係数 | 空白要素 | 感度係数
(1, 3) 0.010 (3, 1) 0.316 

(1 , 4) O. 105 (4, 1) 0.093 

(2, 4) 0.146 (4, 2) 0.039 

(3, 5) 0.014 (5, 3) 0.020 

(4，ラ) 0.008 (ラ， 4) 0.444 

表 8 不完全一対比較行列

① ② ③ ( 1 ⑤ 

① 2 6 

② 1/2 3 4 

③ 1/3 1/6 

④ 6 7 

⑤ 1/6 1/4 1/7 

エイト・ベクトルの感度係数を計算すると表 7 のように ② 各要素のウェイトは四1叩 =0.3384，叩2(6)=0.1858，

なる wa(6)=O.0612，叩円)=0.3632，叩s叩 =0.0515 となる.

⑧ 要素 (5， 4) に 1/7 を入れる(要素 (4， 5) には. また， C. I. =O.OOI , C. R.=0.004 である.

7 を入れる.表 S 参照). ④ ③で求めた C. 1.の感度係数(数値は省略)を参考

表 4 不完全一対比較行列

「①|②|③|④|⑤
① 2 5 

② 3 4 

③ 1/3 1/6 

④ 6 

⑤ 1/5 1/4 

表 5 C. 1.の感度係数

比 較 感度係数 比 較 感度係数

(1, 2) 0.007 (2, 1) 0.029 

(1, 5) 0.003 (5, 1) 0.079 

(2, 3) 0.001 (3 , 2) 0.009 

(2, 5) 0.004 (5, 2) 0.068 

(3, 4) 0.012 (4, 3) 0.001 

表 S 不完全一対比較行列

① ② ③ ④ ⑤ 

① 2 6 

② 1/2 2 3 4 

③ 2/3 1/6 

④ 6 

!;V 1/6 1/4 
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にし，修正は行なわず一対比較を追加することにする.

⑥が引=0.005=日なので⑨へ

⑨終了.最終的なウェイトは叩， =0.3402， W2= 

0.1861 , wa=0.0609, w， =0.3613， 叩， =0.0516 とな

る.

6. おわりに

本論文では， Harker が提案した 2 種類の不完全一対

比較を組合せ，逐次的に整合性のない一対比較値をチェ

ックしながら修正を行なう実用的な不完全一対比較の対

話型のアルコリズムを作成した.

終了基準は日=0.05 としたが，これよりもゆるい基

準，きつい基準も設定しておき，自由に選択できるよう

なアルゴリズムも考えられる.また，この方法では，ウ

ェイトの感度係数が最大の空白要素から 11原に値を入れて

いくが，各要素の一対比較回数が一定でないため，比較

回数の少ない要素のウェイトの信濃性が薄くなる.そこ

で，各要素の一対比較の回数をそろえるため，実験計画

法の P B 1 B (一部釣合型不完備プロック法)の利用も

考えられる.
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