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乱数というものは，偏りのない情報を対象から得ると

いう統計的ランダムサンプリングの理念から起こってき

たことは言うまでもない.背(たぶんアナログコンピュ

ータが流行していた頃)は真空管の熱雑音のような物理

現象を利用して乱数を作っていたようであるが， J.von 

Neumman が平方採中法という，乱数を数学的な一定

の操作で作る方法(このような方法で作られる乱数は，

真の乱数とは異なるという意味で当時は，鍍乱数と呼ば

れていた)を提案して以来この擬乱数の発生法に関して

数限りない研究論文が書かれてきた.最もよく知られた

ものはおそらく乗算合同法であろう.これは，

( 1) x.削1=λx，，(modM) ， n=I , 2, … 

なる漸化式を用L、，初期値引を与えて Xl ， X2， …なる

O から Mー l の自然数からなる乱数系列を発生するもの

である.このような一定の操作でランダムな系列が作れ

るというのは一見不思議にみえるが，これは modM と

いう演算が，微少な原因を大きく鉱大すると L 、う不安定

要素をもつため(ポアンカレが「科学と仮説J の中で指

摘したように)出てくる系列が数値的にはランダム性を

帯びるのである.

ところがこの乗算合同法は，自己相関や極値統計量，

とくに h 個連続した (x肝"Xn山…， x附，，)を h 次元ベ

クトル Zn とみたときのランダム性が極端に悪いという

ことで批判があがり，その後ま f.:\' 、ろいろな方法が開発

されてきたし，現在なお数多くの論文が発表されている

のである[ 1 ] [2]. (以上は一定区間上の一様乱数の話

で，この他ORでよく使われる正規乱数とか指数乱数な

[a , bJ 上一様分布をする確率変数で(一様性)どれも

互いに独立である(独立性)ことである.独立性の定義

をもう少し厳密に言うと，次のようになる.

i任意の自然数 h に対して異なる k 備の番号九

( 2) {ら…，らを任意に選ぶとき X九， Xt2' …, xík が

1独立な確率変数である.

一般にある乱数発生法が真の乱数系列を生成するか~

かは，統計的に検定できると考えられている.つまり

{乱数発生法Aが真の乱数，つまり一様性独立性
( 3) 1 

(をもっ系列を生成する.

とし、う仮説(~、わゆる帰無仮脱)をAが生成する系列を

観測することによって検定しようとするものである.

ところが (3 )なる帰無仮説に対する対立仮説lì~ 、く

らでも考えられる.したがって乱数の検定なるのも，頻

度検定，自己相関係数検定，連の検定，ポーカーテスト

など枚挙にいとまがない.いったL、どれだけの検定に合

格すればよいのか? 現存するすべての検定に合格した

としても真の乱数とは言えない.いくらでも別な検定を

考え出すことができるからである.意地悪く考えれば，

どんな発生法を考えてもそれが不合格になるような検定

法は考え出せるのである.大体独立性の定義 (2 )はも

ともと要求が強すぎて，これを満足するような乱数発生

法は物理現象による以外無理な話なのである.

さらに言えば，もともと確率論というものは無限回の

試行の中でだけ実際的意味をもつものであるが，われわ

れが実際に用いる乱数系列は必ず有限の長きである.だ

から 1 つの系列が与えられたとき，それが真の乱数系列

どある分布をもっ乱数の発生法の話題もあるが，ここで であるか否かを確本論的に判定するのはもともと無理な

はもっぱら一様乱数のみに話を限定する)

乱数の確率自由的定義のディレンマ

そこで，いったい乱数系列とは何かと L 、う定義が問題

になる.その確率論的定義ははっきりしている;たとえ

ぽ区間 [a， bJ 上の一様乱数系列 Xh X2'" とは，各 Xi が

たかはしいわろう 日本大学生産工学部
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話なのである.

(4 ) たとえば ro， 1, 2 の 3 種の数字からなる長さ

27のランダム系列を作ってくださし、j と言われたらどう

すればよいだろうか. サイコロの 1 ， 2 の自に対しては

0 を， 3, 4 の自に対しては 1 を， 5, 6 の自に対しては

2 を記録するというルールで， 27回+イコロを投げた結

果記録されたものはランダム系列になると考えるのが常

識的である.しかし出た結果をみて，どうも 0 が多すぎ

るとか が続けて出すぎるかという疑いが起こること
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がしばしばある.つまり出た結果が人間のランダムの直

観に合わないのである.そこでもう一度やり直したくな

ったりする.しかしこのやり直しは何回やっても切りが

ない.ある数学者がある人から， 直径 10cm ほどの円

の中に 10個の点をランダムにプロットしてくれと依頼さ

れ，熟慮の結果ついに「それは不可能ですJ と答えたと

の逸話がある.これらのことはL‘ずれも確率論が有限の

場では力を失なうことを示している.

乱数の組合せ論的定義

確率論的定義が現実の要請に合わないとしたら，たと

えば (4 )の要求に対してわれわれはどうすべきか.単

刀直入に (4 )の要求を満たす系列を次にあげよう.

( 5) 001012112011100202122102220 

これが (4 )に対するわれわれの答である. (5) は

考えられるかぎりランダムな系列であると言ってさしつ

かえない.

( 5) の系列の特性を調べてみよう. まず( 5 )の中

での， 0, 1, 2 の出現頻度をそれぞれん，.fhfz とすると

これらはすべて同一である.つまり

( 6) fo=fl =f2( =9) 

なる条件を満たしている.この条件をもっ系列を強さ 1

の系列と呼ぶことにしよう.しかしたとえば，

( 7) 012012012012012012012012012 

は確かに強さ l であるが誰もこれを乱数系列とは恩わな

い. (7)では連続する 2 つの記号の 9 通りのパターン

00, 01 , 02, 10, 11 , 12, 20, 21 , 22, 

の出現頻度 foo，fOh foz， … ， f2hf22 が甚しくアンバランス

であるからだろう. (7)ではん1=fl%=J20=9 なのに

その他の !ij はすべて 0 となっている. (ここで !20=9

であると言ったのは(7)の系列を周期的にみて第27番

目の次に再び第 l 番目がくるとみなしたからである.今

後有限系列 Xh X2， … ， XN を考えるときは XN の直後に

引が再びくると見なすことにする. 有限なものは巡回

する，が宇宙の法である)

ところが (5 )では !ij はすべて同一で 3 となる.た

とえば00は 1 番目， 14番目， 27番目(上記の巡回の原則

にしたがって)に出現する. 01は 2 番目 4 番目， 10番

目に出現する. (他の !ij についても読者自身チェック

していただきたし、)つまり

(8) foo=fol=fo2= …=!22( =3) 

が成り立つ.この条件を満たす系列を強さ 2 の系列と呼

ぶことにする.一般に連続する t 個の記号のパターンの

1991 年 12 月号

出現頻度が，すべて等しい系列を強さ t と呼ぶことにす

る.強さ t の系列は強さ t-1 であることは容易に証明

される.

さて，われわれの系列 (5 )が強さ 2 であることはわ

かったが強さ 3 であるか否かを調べてみよう.連続する

3 個の記号∞0， 001 ， 002，…， 222 は27通りあるが， (5) 

についてそれらを調べてみるとすべて i 回ずつ出現して

おり， (5) は強さ 3 でもあることがわかった.

ここでもう 1 つ別な系列

( 9) 011202210011202210011202210 

を考えてみよう.この系列は強さ 2 であるが強さ 3 では

ないものである. (5) , (9) , (7) と強さの順に並べ

てみれば，強さが強いほど，直鎖的に雷ヲて，ランダム

性が増すと考えられるのではないだろうか.つまり強さ

こそがランダム性の指標であるというのがわれわれの，

組合せ論的観点での，主張である.

( 5 )について， さらに欲ばって， 強さ 4 になり得る

かをみてみよう. (ラ)には 0000 とか 1111 とかが出現

していなし、から強さ 4 にはなり得ないことが明らかであ

る.一般に系列の長さが 34 =81 以上ないと {O， 1, 2} 上

の強さ 4 の系列は作れないことは容易にわかることであ

る.したがって長さ27の系列として( 5 )は最も強い，

つまり最もランダムな系列であると言えるのである.

この組合せ論的定義と確率論的な定義との対応をみて

みよう.強さ 1 ，士一様性の定義に，強さ 2 は連続する 2

つの変数 Xt ， Xi+l の独立性に，強さ 3 は連続する 3 つの

変数 Xi ， Xi+h Xt+2 の独立性に対応している. (2) はさ

らに任意に選ばれた部分列 z九， xi2 ， … ， XiR の独立性を

要請しているが，この要請はもともと強すぎて有限系列

の中で実現するには無理なのである.しかしわれわれが

実際に使用するのは有限列であるから，ここにジレンマ

が生ずるのである.

以上は 0， 1, 2 の記号系列についてランダム性を考え

たが，有限の記号 {O， I ，… ， s} 上の系列についても同様

である.一般にある区間上の乱数系列U Xh  X2， …と言う

とき，各 Xi は実数値をとると思われているが，実数は

表現するのは無限桁が必要であるから，実際には有限桁

で打ち切られる.したがって乱数といっても有限記号の

ランダム系列に帰着されるのである.

組合せ乱数の発生一一ガロア体の利用

以上で乱数の組合せ論的定義を述べ，これが現実的な

意味で妥当な考えであることを主張した.ところで( 5 ) 

(13) 581 
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のような乱数系列を具体的に作るにはどうすべきかとい

う問題が起こるが，もし記号の種類が素数あるいは素数

の累乗であればガ口ア体(あるいは有限体)上の差分方

程式の解として容易に作れることをここに示そう.

ガロア体 (Galois Field) とは， E. Galois が彼の

方程式論を確立する途上拡大体の性質を調べるため

つの試金石として作ったものであると言われているた

め，その名があるが，正式には有限体と呼ばれるものと

同じものである.有限体とはその名のごとく，体の性質

をもっ有限集合で、ある.体とは簡単に言えば実数と同ー

の四則演算の性質をもっ代数系であるとみればよい.

ガロア体は今や情報工学のあらゆる分野に応用され，

ほぼ周知の概念で，解説の要もないと思うが，なじみの

ない方は [3 J なと'を参照されたL 、.いずれにせよ Ga

lois が 19世紀初頭に，実数の単なるひな型として考案

したガロア体が 1 世紀半余り後の現在こんなにも多くの

実際的応用を生もうとは彼自身夢にも思っていなかった

に違いない.最初 l 人の数学者の頭の中にだけ考えられ

たことが何年か後の実際社会に大きな応用を生むことは

この他にも多くの例がある.考えてみるとこれは真に不

思議なことである.人間の心とこの現実世界はともに神

の創造された 1 つの総体 (totality) なのではないかと

いう深い宗教的畏敬の念に打たれるのである.

さてわれわれの例 {O， 1, 2} 上の系列に対して必要なガ

ロア体は大きさ 3 のガロア体 GF(3)である.一般にρ

が素数なら大きさ ρ のガロア体 GF(p)は {O， I ，… ， p-I}

の中に modp の演算を考えたものに他ならない.

さて系列 (5 )は GF( 3) 上での 3 階差分方程式

(10) X附a=Xη+1+ 2xη (n=I ， 2 ， …， 24)

の初期値

(11) Xl=O , X2 , =0, xa=1 

の下での解 Xb X2， … ， X27 として得られたものである.

ここで差分方程式(10) の特徴を調べてみよう.一般に

GF(ρ) 上で

(12) xn+t =alxπ+トl+ a2Xη+ト2+ … +atXπ

(n=l ， …， ρt-t) 

なる差分方程式のある初期条件の下での解として X\，

X2， … ， xN(N=pt) が得られるが， これが強さ t となる

ためには， (12) の特性多項式

( 13) 伊(え ) =Àt-alÀt-l-a2Àト2ー… -at

が原始既約多項式であることが必要十分である.またこ

のようにして得られた系列はM系列とも呼ばれている.

[4J つまり {O， I ，… ， pー 1 }上の強さ t のランダム系列

582 (14) 

は， GF(ρ) 上 t 階差分方程式から得られる M系列と同

等のものである.

さて，原始既約多項式なるものがM系列を生む鍵とな

るわけで，数学的にこの特性を追究することも l つの興

味であるが，実用上から言えば，今やかなり広い範囲に

対して表が作られている.手近なものなら [3J の巻末

にある. また GF(2) 上のものなら， 多くの符号理論

のテキストに掲載されている.

GF( 3) 上 3 次の原始既約多項式の 1 つが判À)=が

ーえ -2=À3+2 え +1 であるが，これを特性多項式として

もつ差分方程式が(10) なのである.

脱確率論としての乱数

以上乱数というものを，確率論的な場で考え統計的検

定などにこだわるより，組合せ論的な考えにもとづいた

強さの強いものを作ることが望ましいことを主張した.

そして強さ t の系列は，ガロア体上で(特性多項式が原

始既約多項式となるような)差分方程式から簡単に作れ

ることを述べた.

次にもう 1 つの話題として，ディオファントス近似の

思想にもとづいて作られる乱数(これを準乱数と呼ぶこ

ともある)を数値積分に応用したときの魔力について述

べてみたい.大まかに言えば，統計的ランダムサンプリ

ングの教えるところによれば，大きさNのサンプんによ

る推定の誤差は 1/ イ子J のオーダであるが， この準乱

数を用いると lμV になるというものである.

ここでとりあげた 2 つの話題は，いずれもが脱確率論

的あるいは反統計学的とも言うべきもので，乱数という

ものを確率論や統計学に結びつけずに，対象から効率よ

く情報をとる手段とみるべきである，というのが筆者の

主張である.

準乱数による宅ンテカルロ多量積分

さて，乱数を数値積分に応用しようと L 、う考えはモン

テカノレ日法の応用として広く知られてきた.一変数積分

ではシンプソンルールやチェピ・ンェフ，ガウスの数値積

分公式など効率のよいものが多くあるが，多重積分の場

合，モンテカノレロ法こそが唯一の実用的方法であると言

われている.

ここでは多重積分の問題

(14) 1=一-L-Y --Y f(Zh ・・ ， Xn)dXl...dxn
(2π)包 J-. J 

を考えよう.区間として[-tr， π] を用いたり ， 1/(2tr)n 
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のような定数をつけたのは， fをフーリエ展開するのに

都合がよいためである.かなり一般的な多重積分が簡単

な変数変換で(1 4) の形に帰着されるはずである.

さて，モンテカルロ法により I を求める方法はきわめ

て簡単で， [一π，1r] 上の独立な一様乱数列(j)， X2 (j), …, 

Xn (j) を独立にN回とり ， f(ぬ (j)， xz (j)， … ， Xn(j)) の

平均値

(15) l= 'E/!=d(xl (j)， ・・ ， xn(j ))/N

で I を推定しようとするものである.このときの推定の

標準誤差は統計的ランダムサンプリングの思想から言え

ば 1/ ..1fT のオーダになるというのが常識である.

しかし乱数として上記の準乱数を用いると ，(fがあ

る正則条件を満たしさえすれば)誤差のオーダが I/N に

なるというのである. (さらにきつい正則性の条件の下

では適当なウエイトっき平均を使うと ， I/NT(r>l) の

オーダにすることができることもわかっている)

準乱数というものもその定義はきわめて簡単である.

まず独立な無理数 a}， "., an (すべては O でない整数 mh

…， mn があって ml向+… +mnan=O とすることができ

れば， α10 "', a.. 11従属， そうでなければ独立という)

を選び，その整数倍の小数部分をとったもの，つまり

( 16) ([ja tJ,… ,[ja ,,]) j=I ， 2 ， ・・

を n次元準乱数と呼ぶ(実数z に対して [x] は Z の小

数部分を表わす).上で考えた n 次元一様乱数 Xl (j)， …，

x.. (j) のかわりにこの n 次元準乱数(を[ーπ，1r] の区

間用に変換したもの)を用いるのが準乱数によるそンテ

カルロ数値積分である.

ディオファントス近似

さて， 上記議乱数によればなぜ誤差のオーダーを 1/

N にすることができるのだろうか. その本質は， 確率

論や統計学とは全く縁のないディオファントス近似とい

う数論の問題と代数的拡大体論の中にその鍵をもってい

る.ディオファントス近似とは一口で言えば，有理数に

よる実数の近似である.

ギリシャの昔「数J と言えばそれは有理数であり，い

かなる物の長さも有理数で表わせると信じられていた.

ピタゴラスが図 1 のような 2 つの A~H D 

正方形からなる敷石を眺めなが 1 (1 ¥ | 

ら. AE と AH との長さが 1 であ E~ ~G 

ったら， EHの長さ叫品、くらに l ¥ /1  

なるだろうとふと考えたとき，こ B F C 

の x (つまわりれわれが現在、IT と呼ぶ値)が数(有
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理数)であらわせないことに気がついて樽然としたので

ある. r数で表わせない長さがある j この認識は当時の

ギリシャ人にとっては全くの驚きであったに違いない.

この認識は，しかしながら，現代でもなお重要な要素

をもっている.実数によればL、かなる長さも表現できる

が，じつは l つの実数の表現には無限の情報が必要であ

る一方つの有理数を表わすには有限の情報です

む.人間は有限の情報しか扱えないのだから，実数とい

うのはじつは仮空の存在でしかないのである.ここに実

数の有理数近似，つまりディオフ 7 ントス近似のもつ重

要性があると思う.そしてこの理論や手法はすぐに実関

数の有理関数近似という関数近似論の重要な柱になるの

である [5 ]. 

ディオファントス近似の問題をもう少し詳しく述べよ

う.実数日が与えられたとき，これを有理数 n/m (m , n 

は整数)で近似するのだが， Iml は与えられた一定数 c

を越えないとし、う条件の下で，最もよい近似を見出そう

と L 、う問題である.つまり

(Iml 孟c の下で e=n+mα (mキ0) の絶対値
(17) i 

lle I が最小

となるように整数 m， n を決める問題である(むろんこ

のとき -n/mを a の近似値とする).これはまた実数z

に対して IIxll を zから z に最も近い整数までの距離と定

義すれば， Iml 孟c の下で IImall を最小にする m を見出

す問題とも言える (mが決まれば n は自動的に決まる).

たとえば a= 、/互のとき， 5話 C~五 11 なる c に対して

は m=-5， n=7 となり 7/5 が、/互のディオファン

トス近似となる.また 12~五c豆 28 なる c に対しては m=

ー 12， n=17 となり 17/12 が近似となる.ディオファン

トス近似を具体的に作るにはし、わゆる連分数展開が用い

られる[5] [6]. この理論できわめて重要な定理は，

任意の整数mに対して

(18) IImall 這 K/lml ， (mキ 0)

となる (a には依存するが， mには依存しない)一定値

Kが存在することである.これをある意味で多次元に拡

張しよう.そうすると，もはやディオファントス近似の

問題からは離れるが，そこに準乱数の多重積分の誤差評

価論の鍵が生まれるのである.

代数拡大体論の利用

( 18) の多次元への拡張定理というのは， 独立な無理

数日h … ， a.. に対して，すべては O でない整数 mlo …，

mn に対し

(15) 583 
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(19)μ=mO+m1a1+… +m"a" 

の絶対値 |μ| の最小値つまり IIm1a1+…+m"a" 11 に対す

るある下界値を与えること，つまり

(20) 11mρ1+… +m"a"II~L/( 1m" +… +lm"I)" 

なる一定値Lが存在することを主張するものである.

これを一般的に証明することは至難のわざであるが，

a" …， a" をある特殊な代数的数とするときわめて簡単

になる.そしてこの特殊化は実用的にもかえって有用で

ある. [7]にその詳細があるがここで概略を述べよう.

l でない正整数 r を考え r の n+1 乗根を O=n刊

、r;:: として O の累乗を ah "'~an. として選ぶ.すなわち

(21) a1=0， aa=oa， … ， aπ=0" 

としよう.そうすると(19) の μ は

μ=mo+m10+m202+ ・・・ +m"Oπ

となるがの原始 n+1 乗根を却とし，

μl=mO+m10ω+m20aω.+ ・・・ +m"On曲均

μ2=mO+m10ω2+m202ω‘+…+mmonω2n 

μπ=mo+m10剖"+m202ω2"+ ・・・ +mπOn剖旬2

とおくと， これらはすべて μ の最小多項式 !(x)=ん+

11x+… +l"xn+x"刊 (10， 1" …，んは整数でんキ0) の根

となっていること，つまり共役数であること，が代数拡

大体論からわかる.

また根と係数の関係から μμs…μn=/o で 10 はゼロで

ない整数だから 110 1 注 l したがって

lμ| 注:1/1μdlμ.1 … |μnl

で， 1μt 1 孟 Imol + I m 10 1+… +lm"Onl 豆( Imol+lmd+ 

…+lm,, 1 )On 等の関係から (20) は簡単に導けるのであ

る(詳しくは[7 J 参照). ここに数論と代数学の不思

議な深い関係をみる思いがする.

多量積分の観差評価定理

最後に準乱数による多重積分の誤差が I/N のオーダ

になることを示そう.詳しくは[7 J を参照されたいが

ここでは (20) がどのように役に立っかを中心にその道

傑のみをたどることにしよう.

まず( 14) の I を推定する (15) に相当する式として

(22) s(N)=一一Lーデ F(2trjah …， 2πja，，)
2N+1 j:-::'N 

を用いることにする.ここで F(x" …， xn ) は[ -tr， π] 

からなる格子区間上周期関数，つまり任意の整数 mh

"'， mη に対して F(x1+2trm" … ， X偽+2trmn ) =f(Xh 

"， Xn ) となるものである.

584 (16) 

われわれの定理は，

定理 I を s(N) で近似したときの誤差はある正則条

件 (25) の下で I/N のオーダである.つまり

(23) Is(N) ー11 謡C/N (CはNによらなL 、一定値)

ここでいう jUU条件とは， F(x" … ， Xn ) のフーリエ

展開を

(24) F(Xh … ， Xπ)= I:楓l".mn a批ν … ， mn
eiCm1 J:'1+…+鵬叫が (i= 、/τn

(I:町"'71I.n は各 mt のすべての整数にわたっての和)

としたとき，

(25) I:町・情n 1amlい.m"I(l m11+…+Imπ1)飽く∞

つまり ， Fはフーリエ展開の高次の項が適当に小さいと

いう条件で，これは通常の関数なら満たすべきものであ

る.証明の骨子は s(N)-1 を (22) ， (24) によって適

当に変形し， sin(πX) 註 211xll なる関係を用いると，

(26) Is(N) ー 11 亘~，. Z'm....m.__,,_1 am
l' ...，町|

五万 町・・町 IIm1al+… +m"a，，1I

となる (I: 'ml'" 冊"は I: ml"'m" のうち (m" … ， m，，)=

(0，…， 0) を除いた和)が， (25) および (20) を用いる

と定理の式 (23) を得るというものである.

最後に (16) による準乱数の作製に対し αh … ， a" と

して (21)を選ぶときの実際上の注意を述べておこう.

(21)のような規則的な代数的数を選ぶと(16) によっ

て準乱数を作り出すとき，連分数に似た効率のよいアル

ゴリズムが開発できるのではないかと L 、う期待がある.

また ah … ， an の選択として (21)の他にもっとよい方

法はなL、かなどこの分野にはまだ多くの研究課題が残さ

れていると思われる.
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