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1. はじめに

DEA(Data Envelopment Analysis) は多入力多出

カシステムの相対的な効率測定を目的として， Charnes 

と Cooper が中心となって開発された手法である[ 1 ], 

[ 2] , [3]. この手法によれば，分析の評価対象の相対

的な効率が判明し，効率的でない場合には改善方法につ

いての示唆が得られる.

本稿では，企業が新規に出店を計画する場合のよう

に，既存の評価対象の中に新しい評価対象を追加する状

況を想定する. Golany [5] は DEA の考え方をもと

に，新しい評価対象の予定入力値のもとでの効率的な出

力値を求める方法を示している.しかしながら，新しい

評価対象に出力目標値を設定し，それを達成するために

入力値を操作しながら入力の方策を検討するモデルも考

えられる.そこで，新しい評価対象の出力目標値に対応

した効率的な入力値を比較的簡便な計算で得るための実

用的な解法を提案する.

2. DEAの基本的な考え方

DEA では，評価対象を DMU (decision-making 

unit) と呼んでおり，これらは同種の複数入力と同種の

複数出力をもっ.一般に，入力値，出力値とも非負であ

り，少ない入力で多くの出力を生みだすものほど望まし

し、ものとして扱う.

n 個の DMUを考え，記号を以下のように定義する.

Xij: DMUj の入力 i の値

(i=I , 2, …, m; j=I , 2, …, n) 

Yγj: DMUj の出力 r の値

(r=I , 2, …, k; j=I , 2, …, n) 
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内:入力 i にかかるウエイト(変数)

(i=I , 2, …, m) 

Ur : 出力 r にかかるウエイト(変数)

(r=I , 2, …, k) 

Si-:入力 i のスラック変数 (i=I ， 2， … ， m)

sr+: 出力 r のスラック変数 (r=I ， 2， … ， k)

ん :DMUJ の双対変数 U=I ， 2， … ， n)

n 個の DMUの中で分析の対象となる特定のDMUを

j=a とし， DMUa について次のような分数計画問題を

考える.

最大化 ha=去 YMT/2x師向
T=l i=1 

)
 

l
 

(
 

IC 鬼

制約条件，互にjurl五XijVi~1

(}=1 , 2,…, n) (2. a ) 

Ur>O (r= 1, 2,… , k) (2. b) 

η >0 (i=I ， 2 ， ・ "， m) (2. c) 

この問題の最適解を ur*(r=I ， 2 ， … ， k )， v ,*(i=I , 2, 

… ， m) ， 最適目的関数値を hα* とすると ， hα*=1 であ

る場合は DMUa をD効率的， ha*<1 である場合はD非

効率的であると定義する.上記の問題は次のような線形

計画問題に変換することができる [2 ]. 

最大化 Za=去 YraU r ( 3) 

一
一

ψ
 α

 x
 

m
Z
何

件条約制 (4. a ) 

k m 
I: Yrjur-I: XiJ VぷO
T=l 1=1 

U=I , 2, …, n) 

Uγ >0 (r=I , 2, …, k) 

列 >0 (i=I , 2, …, m) 

(4. b) 

(4. c ) 

(4. d) 

この問題の最適目的関数値が九*=1 ならば， DMUα 

はD効率的であり ， za*<1 ならばD非効率的である.

なお， 実際に解くさいには， 無限小正数 ε を用いて，

Ur ;?; ε，円ミ~e とする.

( 3) , (4. a ) -( 4. d )式の線形計画問題に対する双対問
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題は次のようである [2 ]. 

k m 
辰小化 ~a=fa-.( L: S〆 +L: St-) 

制約条件 Xiaんーさ XijÀj-Si-=O

(i=1 , 2,… , m) 

2 Y丸γげjバル』んいJ-円門一吋s円γ
(r=1し， 2乙….日、， k刻) 

ÀJ<孟主 o (j=1し， 2丸….日、， n)

Sr+~孟~O 什r=1し， 2乙….日、， k刈) 

s匂i-.孟主oμi=1し， 2乙….日，、， m)

(5) 

(6. a ) 

(6. b) 

(6. c ) 

(6. d) 

(6. e ) 

本稿では，新しいDMUに設定する出力目標値に対応

したD効率的な入力債を求める問題を検討する.この問

題は，複数の出力目標値を同時に達成するためのパラン

スよい必要最小限の入力値を求める問題として考えられ

るので，多目的計画の一手法である目標ベクトル法[4J

の考え方を適用する.

既存の n 個のDMUに対して 2章で定義した記号に加

えて，新たに加える l つの DMU を DMU. とし，記号

を以下のように定義する.

R : DMU. において，ある許容範囲の中で統制可能

な入力の集合

fa は符号無制約 Q : DMU. において，値が確定していて統制不自信な

ここで， 1ふん， sr+ , St- はそれぞれ(4. a) , (4. b) , 入力の集合
(4. c) , (4. d)式に対する双対変数である. (3) , (4. a)- Yre : DMUeの出力 r の目標値 (r=I ， 2，… ， k)

(4. d) 式の線形計画問題において，最適目的関数値 Za* Xieu: DMU. の入力 i に関する“これ以上は許容でき

が 1 のとき，双対定理より， (5) , (6. a )-(6. e )式の双 ない"と L 、う最大許容レベル (iER)

対問題の最適目的関数値ゐ*も i になる.さらに，この XieL: DMU. の入力 i に関する“これ以下は許容でき

双対問題を利用して ， D非効率的であるDMUに対する ない"と L 、う最小許容レベル (iER)

改善条件を求めることもできる Xi.F: DMU. の入力 i の確定値 (iEQ)

上述の定式化はCCRモデルと呼ばれているが，文献 Xi. : DMUe の入力 i の値 (i ER)

[ 1 Jによる BCC モデルがある. BCCモデルは効率性 BCCモデルの双対問題を利用したアルゴリズムは以

の評価にあたって，入出力の関係により現実的な前提を 下のようである.

置いたもので，その双対問題では (6. a )-(6. e )の制約 [ステップ 1 J 

条件式に L: J=ln ん =1 と L 、う条件式が追加される DMU. の出力目標値 Yr.(r=I ， 2 ， … ， k) を決定し，

3. 新しい評価対象の効率性評価

DEAで分析の目的となるのは，営業中の各支店の評

価のように，既存のDMU (評価対象)の事後的な効率

の評価である.本稿では，企業が新規に支店を出すよう

に，新し L 、DMUが既存のDMUの集合の中に追加され

る場合を想定し，既存のDMUの実績に対して，出力の

目標値をもっ新しL 、DMUの相対的な評価がD効率的に

なるように，新しいDMUの入力値を決定する問題を考

える.

3.1 Golany による解法

Golany[ 5 J は BCCモデルの双対問題を利用して，

既存のDMUの過去の実績値を示す入力値と出力値とが

既知の場合に，予定入力値をもっ新しいDMUに期待さ

れるD効率的な出力値を求める解法を提案している.こ

つような問題では，新しいDMUに出力目標値を設定

し，それを達成するための入力の方策を検討するという

逆のアプローチも考えられる.

3.2 提案する解法

458 (26) 

hER のそれぞれについて次の問題を解く.

最小化 xh.(hER) 

制約条件 2YTj』虐 Y吋
J=l 

(r=I , 2,… , k) 
n 
L: Xtjん-Xte=O
1=1 

( ViER) 

去 Xiりij Àパえんj戸=Xi臼JeノF 

J= 

n 包

( ViεQ) 

(7) 

(8. a ) 

(8. b) 

(8. c ) 

L: Àんj=1 何8. d) 
J= 

Xi臼e ミ孟;;0 (Vi ε R) (8.e) 

Àj.孟~Oυj=1し， 2乙….日"， n) 何8. f ) 

これは， DMUe の出力目標値のもとでD 効率的にな

るための各入力の最小値を求める問題である.入力 h(h

ER) を最小化する問題の最適解を X.hへそのときの目

的関数値を Xhe帥とする.ここで， R={1 ， 2 ， … ， m} とす

ると ， m個の最適解の内容は表 1 のようになっている.

各入力の最小値は Xhe酬であり，各入力の最大値を Xh.M
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n 
Z ん=1
1=1 

Xi.孟 o (ViER) 

Åiミ o (j=I , 2, "', n) 

ここで ö は十分小さくとった正値の常数で-ある.こ

の問題は，入力の最小許容レベルからみたリグレットを

最小化する定式化になっており，目標ベクトル法のオー

プン L型モデル [4J の定式化を利用している.これに

よって， DMU. が既存の n 個の DMU の中でD効率的

になるための入力値が求められる.

(13. e ) 

(13. f ) 

(13.g) 

最適解の内容

1
2
:
-
m
 

X_.l本
智.. 

X_.2* me 

--
x_.m* "‘e 

! 聞S間帯
i “ me 

I x_.M ! .......me 

最適解の内容

入力 1 I 入力 2 I 

表 1

Xl.l* 

最小値「二1.刊
最大値 I Xl.

M 

最小化
する入
力

R={1 ， 2， … ， m} とし， この問題の最適解を x.*=

(xu* , X2e* ， … ， Xm.*) とすると，次の 4 つのタイプに分

れる.

① すべての入力について ， XieL孟 Xie*:玉 XieU のとき

には，ステップ 4-1 へ.

② 1 つ以上の入力について ， Xi.*>Xieu であり(す

べての入力について成立している場合も含める)，残り

の入力については， XieL豆町e*z三 XieU のときには，

テップ 4-2 へ.

③ 1 つ以上の入力について) Xie*くXieL であり (す

べての入力について成立している場合も含める)，残り

の入力については XieL~五ztfz玉 XteU のときには，

テップ 4-3 へ.

④ 上記①，②，③以外のときには，ステップ 4-4 へ.

[ステップ 4J

ステップ 3 で得られた DMU. の解が，入力の許容範

囲内のD効率的な解であるかどうかを判定し，そうであ

る場合には終了し，そうでない場合には入力の許容範罰

を変更し，入力の許容範囲内にあるD効率的な入力値を

求めて終了する.

ス

ス

[ステップ 2J

iER の各入力について「最大許容レベルj Xieu と

「最小許容レベル j Xi.L とを決定する (XieL<XieU).

ここで・は，実行可能性とアルゴリズムの簡略化の観点か

ら，ステップ 1 の結果を利用して ， Xi.u話 XieM ， Xi.L 

~Xi.i* とする.最大許容レベルを決めにくい場合には

XieM をその値とし， 最小許容レベルを決めにくい場合

には Xie仲をその値としてもよい.最小許容レベルと最

大許容レベルの聞が入力の許容範囲になる.

入力を示す z 空間上で，最大許容レベルを示す点を

U，最小許容レベルを示す点を L とし 2 点を結ぶベク

トル G==ULを定義する.このベクトル G の要素は
gi=XiP-XieL (iER) (9) 

で示される.G の単位ベクトルの要素は，

内=gil"; L: (gtl2 
iER 

(iER) 

であらわす.

( 10) 

ここて、，

wi==l/灼 (i ER)

である.

〈ステップ 4ー 1>

ステップ 3 の解は入力の許容範囲内(すなわち，最小

許容レベルと最大許容レベルの間)にある.D効率的な

解が得られたので終了.

〈ステップ 4-2>

)
 

1
 

1
 

(
 

( 12) 

とする.

[ステップ 3J

次の最小化問題を解く.

最小化 a+� L: Wi(Xt.-X�.L) 
iER 

ステップ 3 の解は入力の許容範囲内にないので，入力

の最大許容レベルを大きくして，許容範囲内のD効率的

な解を得ることを考える . Xie*>Xi.u となった i の中

で，最大許容レベルを固定しておきたい任意の l つの入

力 p(pER) を決め，残りの入力 i (iER , i*p) をそ

れぞれ最小化する問題の解を求める.すなわち ， hER, 

h*ρ のそれぞれについて次の問題を解く.

最小化 xhe(hER , h*p) 

(13. a ) 

全 YrjÅj三 Yr •
j=1 

(r=I , 2,… , k) 

αミ~Wi(Xi.-Xi.L)

( ViER) 

制約条件

( 14) 

(27) 457 

(13. b ) 

(13. c ) 

(13. d ) 

2xυ Åj-Xie=O 
j=l 

( ViER) 

( ViEQ) 

2xtjij=XJ 
j=l 

1991 年 9 月号
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制約条件土 YrJ λよれe
j=1 

(r=I , 2, …, k) (15. a ) 

t Xij ん-Xte=O
}=1 

( \;f ieR， 学p) (15. b) 

2xυλj=Xi.F 
j=1 

( ¥;fieQ) (15. c ) 

t‘ Xpjん=Xp.U (15. d) 
j=1 

2 ん=1 (15. e ) 
j=1 

Xie孟 o (ieR， 学 p) (15. f ) 

Àj;三 o (j=1 , 2,…, n) (15. g) 

この問題の解は，許容範囲内でD効率的になるための

入力 i(ieR， i*ρ)の新しい最大許容レベル(変更値)を

示している.この問題から得られた複数の解を検討し，

その中から 1 つの解を選択し，各入力の最大許容レベル

をその解の値に変更する.新しい最大許容レベルが最適

解となり，入力の許容範囲内にD効率的な解が得られた

ので終了.

くステップ 4-3>

ステップ 3 の解は入力の許容範囲内にないので，入力

の最小許容レべんを小さくして，許容範囲内にD効率的

な解を得ることを考える . Xi.*<XieL となった i の中

で，最小許容レベルを回定しておきたい任意の 1 つの入

力 p(peR):を選んで，残りの入力 (ieR， i*p) をそれ

ぞれ最小化する問題の解を求める. すなわち heR，

h*p のそれぞれについて，前述の (14) ， (15.a)-(15.g) 

式の問題において， (15. d) 式を次式

zxpj』j=xd (16) 

に置き換え，他の式はそのままの形の最小化問題を解

く.

この問題の解は，許容範囲内でD効率的になるための

入力 i (ieR， 手p)の新しい最小許容レベル(変更{直)を

示している.この問題から得られた複数の解を検討し，

その中から 1 つを選択し，各入力の最小許容レベルを変

更する.新しい最小許容レベルが最適解となり，入力の

許容範囲内にD効率的な解が得られたので終了.

くステップ 4-4>

ステップ 3 の解は入力の許容範囲内にないので，まず

ステップ 4ー2 を適用して，入力の最大許容レベルを変

更する解を求める.変更に伴いこの解はステップ 3 の③

458 (28) 

表 2 数値例

DMUjロ1j I X2j Y1j Y2j 

j=1 2.0 1.0 1.0 1.0 

j=2 3.0 2.0 5.0 5.0 

j=3 4.0 1.0 4.0 2.0 

のタイプの解になるので，さらにステップ 4-3 を適用

して，入力の最小許容レベルを変更する解を求める.最

小許容レベルを変更することにより，ここで得られた解

は入力の許容範囲内にあるD効率的な解なので終了.

4. 数値例

既存のDMUの数が 3 ，入力数が 2 ，出力数が 2 の簡

単な数値例に提案した解法を適用してみる.既存の 3 つ

のDMUの入出力値は表 2 のようである.

Cステップ 1 J 

既存の DMU の中に追加される新しい DMU. の出力

目標値を， Y1e =3.4, Y2.=2.6 とし，次の問題を解く.

最小化 Xh. (h=I , 2) (17) 

制約条件

ん+5À2+4ん ミ 3.4 (18. a ) 

ん+5Àa+2ん ~2.6 (18. b) 

2.(1+ 3λ2+ 4À3- X1.=0 (18. c ) 

ん+2ゐ+ゐ-X2.=0 (18. d) 

ん+Àa+ん (18. e ) 

Xle , X2e孟O (18. f ) 

ん， λ2，んミ~O (18. g) 

h=1 の解は x.1本 =(2.6， 1. 6) , h=2 の解は， :Ce2*= 

(3.8, 1. 2) となり ， X1e1* = 2.6, X2.2* = 1. 2, X1.M = 

3.8, x2.M =I.6 である.

なお，この問題の領域を(18. a ), (18. b ), (18. e ) 

式をもとにして，んんを軸にした平面上で表わすと図

1 の四辺形ABCD の内部になる.また， (18. c) 式と

(18. d) 式をもとにして，これを Xt， X2 を軸にした平面

上で表わすと図 2 のようになる.図 2 において，辺AB

上，辺BC上の解がD効率的な解の集合である.

[ステップ 2J

入力の最小許容レベルと最大許容レベルを表 3 のよう

に 3 通り設定し，叩t を計算する.

〔ステップ 3 J 

ケース a の解は Xl♂=2.980， x2.*= 1. 372 なので，

ステップ 4ー 1 へすすむ.ケース b の解は x1.*=2.913，

X2e*= 1. 413なので，ステップ 4-2 へすすむ.ケース c

オベレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



λ2 

C 

λ1 。 0.30.4 

図).平面上の領域

の解は X1e*=2. 896, X2.*= 1. 422 なので，ステップ 4-3

へすすむ(一般に 2 入力の場合にはステップ 4-4 へす

すむことはなL 、).

[ステップ 4J

〈ステップ 4ー 1)

ステップ 3 のケース a の解は入力の許容範囲内にある

D効率的な解なので，終了.図 3 の点、E がD効率的な解

である.

〈ステップ 4-2)

ステップ 3 のケース b の解は入力の許容範囲内にない

ので，入力 1 の最大許容レベルを固定することにして，

問題を解くと，解は x2e*=1.480 となり， 入力 2 の最

大許容レベルを新たに X2eU=1. 480 とすれば， Xle*= 

2.800, x2e*= 1. 480 がD効率的な解になる.図 4 におい

X2 

D 

C 

A 

1.5 

1.372 
1.3 

古
川
リ

J....ーーーーー」

2.8 2.980 3.3 

図 3 ケース a

1991 年 9 月号

X2 

2.0 
D 

1.6 C 

A 

1.3 

1.2 

J-1吋6 Lー」

3.03.1 3.8 Xl 

図 2 x平面上の領域

表 3 最小許容レベノr..，最大許容レベルと叩の値

;-1 最小許容レベル|最大許容レベル| 叩の値

ん記γX2eL I X1eu げ示戸パム
2. 8 I 1. 3 i 3. 3 1. 5 I 1.四 I 2.69 

:i2:711:2l2:8!1:311111111 

て， 点U' が新しい最大許容レベルを示す点であり， か

っD効率的な解である.

くステップ 4-3)

ステップ 3 のケース C の解は入力の許容範囲内にない

ので，入力 l の最小許容レベルを固定することにする

と，解は X2e*=1. 360 となり，入力 2 の最小許容レベル

を新しく X2eu=1. 360 とすれば， xle*=3.000 , X2e*= 

1. 360 が D 効率的な解になる.図 5 において，点 L' が

X2 

D 

C 

A 

1.480 

1.3 

1.2 

Xl 百
八υ

Xl L-..L 

2.7 2.8 

図 4 ケース b
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図 E ケース c

新しい最小許容レベルを示す点であり，かつD効率的な

解である.

5. おわりに

本稿では，新規出店問題において出力目標値をもっ新

しいDMUが既存のDMUの中でD効率的になるように

入力値を決定するための実用的なモデル化と解法を提案

した.そのさい，パランスよい入力値が求められるよう

に目標ベクトル法の考え方を適用した.提案した解法で

は，出力目標値は何らかの方法で与えられるものとした

が，目標値の設定をサポートできるシステムの開発が必

要である.また，ここでは， D効率的な入力値が得られ

ない場合には入力の許容範囲を変更し， D効率的な入力

値を決定して終了するシンプルなアルゴリズムになって

L 、るが，出力目標値の見直しも含めて，入力値，出力値

のいずれかを変吏しながら対話形式によって何回か反復

して満足したら終了するなど，より洗練された各種のパ

リエーションが考えられる.
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