
ファジィ多目的0-1線形計画法とその応用
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1. はじめに

各種システムにおける人員配置などの最適計画やシス

テム信頼性におけるユニット選択および配分問題は， 0-

1 決定変数をもっ単一目的の線形計画問題に定式化，ま

たは変換されて解かれることが多く，今日まで数多くの

優れた解法が提案されている [3， 16J. これらの 0-1 線形

計画問題では，実用上数多くのか1 決定変数とそのシス

テム特有の構造を伴う大規模な 0-1 線形計画問題になる

場合が多い.このような大規模なシステムを解析するに

は，そのシステムのもっている特有な構造を十分活用す

ることによって，効率的な計算法を開発することが要求

される.この大規模、ンステム特有な構造の 1 つにGUB

(generalized upper bounding) と呼ばれる構造があ

るが，最近，この GUB構造をもつか1 線形計画問題の

ための効率的な解法も提案されている.

他方，路線乗合パスなどの公共輸送機関の運行管理シ

ステムにおける人員配置等の問題の中で、も，時間帯によ

ってパラツキのあるダイヤに種々の労働規約に伴う制約

をもっ乗務員を割り当てなければならない仕業編成計画

は大規模かつ複雑であり，これを忠実に定式化すること

が困難なため，入手に頼らなければならない状況にある.

この仕業編成計画問題の解法としては，いままでに単一

目的の数理計画問題に帰着させて解く手法やシミュレー

ションなどが報告[10， 11 ， 16J されているが，まだ実用レ

ベルに至っていない.

この種の計画問題では，これまでの単一目的の計画

モデルでは解決できない問題点が多く存在し，互いに

利害が相反する複数の目的関数を伴う多目的意思決定

(MODM: multiple objective decision making) の

各手法[1 ， 6-9, 14Jを適用する必要性が高まってきてい

る.このようなMODM問題に対する代表的な解法の i
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つに目標計画法(GP: goal programming) [2， 4J があ

るが，最近，この仕業編成計画をGP問題に定式化して

解く試みが太田ら[IIJによって報告されており，前述の

GUB構造を活かした効率的な解法も提案されている

[ラ].しかし，従来の GPでは，目標値とその優先順位お

よび重みが確定値として与えられており，現実の意思決

定においては，それらの値が意思決定者の主観的判断に

もとづくあいまいさをもつことに関して，考慮されてい

なかった[12， \3, 17J. 

本論文では，このような観点に立って，意思決定者の

もつあいまいさと大規模な 0-1 線形計画問題に特有なG

UB構造を活かしたファジィ多目的か1 線形計画問題の

効率的な解法を提案する.さらに，路線パスの最適仕業

編成計画問題への応用を試み，数値例を用いてその有効

性を確認する.

2. ファジィ多目的0-1 線形計画毛デル

m個のシステム制約と ρ個のGUB制約条件の下で，

q 個の目的関数を最小化(ファジィ最小化)するファジ

ィ多目的0-1計画問題は，次のように表わされる.

(1) 五(X);三ん付)， f2(X) 云 h2(T) ， …, fq(x) 三hq《刊

(2) 

(の

付)

gs(Z)=21platt向孟bi ， i=I , 2,"', m 

nt 
gm+t(x)=E x t} =I , t=l , 2， …， ρ 

j=1 

Xtj= 0 or 1, j= 1 , 2 , "', nt , t= 1, 2，・ "， p

Tこだし ， fk(X) は，

P nt 

(5) flμ)=51FICkt向， k=l , 2, "', q 

で表わされる k 番目の目的関数，また hk<rJ は意思決定

者が設定する反復 r における h 番目の目的関数の目標値

で，負の理想fl直(NIS: negative ideal solution，単一

目的関数の線形計画問題で，これ以上悪くならない解)

Zk- と正の理想解(PIS: positive ideal solution，単一

目的関数の線形計画問題で， これ以上よくならない解)
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Zk* の聞の値をとる.記号は=三あいまいさ(大体小さい

か等しい)を表わすファジィ不等号である . attJ は GUB

制約 t における j 番目の要素に対応する t 番目のシステ

ム制約の係数， また b， は i 番目のシステム制約の右辺

定数である.式，(3) はGUB制約と呼ばれ， nt'主 GUB

制約 t に含まれる決定変数の数である.また， XtJ はG

UB制約 t における j番目の決定変数であり o または

l のどちらかの値をとる.

ここで， 目的関数 fk(X)に対する反復 r でのメンパ、ン

ップ関数内(r)を次のように定義する.

ん(X) 孟hk(Tl

I Zk-ーん(X)
(ゆ μk(Tl= イプー J 向、 ;hkげ〉くん(X) 孟Zk-

l 必k -"'k~. ~ 

o ;zk-<fk(X) 
, k=l , 2, …, q 

この線形型メンパシップ関数は，目標値とN 1 S の距

離に対する目的関数値と NIS の距離の比によって目標

に対する達成度を評価するものである.また，意思決定

者は，満足する解が得られるまで反復的に目標 hk仙の

設定を行なうことができ，このメンパシップ関数の採用

により復数の目的関数に対する目標を設定することに専

念できるため，得られた非優越解に対する判断が容易に

なる.

このメンパシップ関数を採用すると，上記のファジィ

多目的 0-1 計画問題は，次のような単一目的のGUB型

0-1 線形計画問題として定式化できる.

(7) max 

s. t. 

P nt 

q 
z=ー τ可.，.U_ u_(r) 
一山 ""kf'k
k=1 

(8)E F1CMjzaj+(zf-hdN)μk的=Zk- ，

k=l , 2, …, q 

式(2)， (め，仏)

(め O~玉μk(r)~玉 1 ， k=l , 2, …, q 

ここで， Wk  は AHP(aoalytic hierarchy process) 

[15Jによって得られる各目的関数 fk(X) の重要度に対応

する重みである.

3. 計算法

m 個のシステム制約と p個のGUB制約条件の下で，

q 個の目的関数を最適化する効率的なファジィ多目的0-

1線形計画問題(最小化問題)を解く計算手順を次に示す.

[ステップ 1 J 意思決定者の基本的な設計方針を反映さ

せるために， AHPによって各目的関数の重要度切k> k
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=1 , 2，…， q を計算する.反復回数を r=1 とする.

[ステップ 2J 次に示すρ個のGUB命u約をもっ単一目

的の 0-1 線形計画 (O-ILP (GUB}) 問題 k， k=l , 

2,…, q 

mio ん(かええ CktjXtj

s. t. 式(2) ， (3), (4) 

を解き，それぞれP 1 S (勺*)を求める.さらに，上記の

目的関数の型 (mio/max) を反転させた(もとの目的

関数の裂が mio なら max に， max なら mio に ) qf闘

の単一目的のGUB型 0-1 ì線形計画問題を解き，それぞ

れNIS(zk-)を求める.

[ステップ 3J 各目的関数に対する目標値 hk(刊を，条

件

Zk* く hk(Tl ~玉 Zk- ， k= 1, 2，・ "， q

の範囲内で意思決定者が設定する.通常，初期値( 1 回

目の目標値)は各目的関数に対する PIS を与える r

ミ 2 の場合は，各目的関数間のトレード・オフを考慮し，

ステップ 2 で得られた重要度の高い目的関数に対する目

標値 hk(T川をできるだけ下げることなく，下位のレベ

ルの目標値を下げることによって再設定を行なう.

[ステップ 4J 各GUB制約において，低いランクの実

行可能解を探すために，次式位。)にもとづいて各GUB制

約の集合の変数を昇順にランクづけを行ない，そのイン

デッグスを求める.

q 叫

(10) rtJ=L; CktJ/Zk-+ L; altJ/bt. 
k=1 1=1 

j=l , 2, …, n" t=l , 2， ・ "， p

同 it= [juitZ...jtnJ

=in?mt irsj|j=I, 2, ・刈

ここで， iodsort の iod は iodex の省略形であり，ソ

ーティング (sortiog) 後のインデックスを採用すること

を意味する.以下同じ意味で iod を用いる.

[ステップ 5J すべての決定変数の値を 0 にする.各G

UB制約の集合において，最高ランク(ランク 1 )の変

数の僚を 1 にする.

XtJ= 1, t= 1, 2,… , p, j=l , 2, …, nt 

k=[k,k2 , ..kp J=[11 …IJ 
これらの変数の集合を初期解がとする.

[ステップ 6J 次式から各目的関数に対する PIS と達

成値の残差 Sk を求める.
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( Z♂ーん(Xl)

(12) sk= ~ 0 

l zk--fk(Xl) 

2ん(Xl)<Zk*

;Zk*話 fk(Xl) 孟Zk­

;zk-<fk(Xl) 

, k=l , 2， ・ ..， q

[ステップ7J すべての k に対し ， Sk= 0 ならば，ステ

ップ 8 へL 、く.そうでなければ各GUB制約の集合に対

し，次式を満たすような低いランクの実行可能変数を探

す.

凶作=indmaxff:(cw一 Cktj，， )/Zk­
Tt=l 

+E (a向4州一a向匂削仰aUJlI削州州tりげ削JI戸j")/

j'=jt戸*. kt*+1. j"=h*. ktホ

残差の最大値が正の場合は低いランクの変数，負の場

合には高いランクの変数の値を 1 にする.そのGUB制

約で，いままで 1 をもっていた変数を 0 とし，最も大き

な値をもっ目的関数の残差を計算する.残差が改善され

ていればステップ 6 へ戻る.そうでなければ，式闘にお

いてさらに小さい値をもっGUB制約の変数に対して残

差を改善する変数を探す.そのような変数が存在すれば，

その変数の値を 1 とする.存在しなければ，低いラング

の変数を探す.

Xtf=l , xtj=O, kt=kt+1 
すべてのGUB制約において，そのような変数が存在

しなければ，非実行可能問題として終了する.

同値の場合は，各GUB制約において，さらに低いラ

ンクの変数を選び，その中で最も大きな rtj の値をもっ

変数を探し，ステップ 6 へ戻る.最大残差が正の場合 jt

=h+h 負の場合， jt=jt-l とおく.

[ステップ 8J 次式により，各目的関数に対する目標値

と達成値との差 ek を求める.

ek= Ifk(xl)-hk(γ )1 ， k=l , 2, …, q 

各GUB制約において， 2wk ek の値を最小にする
k=1 

ような実行可能変数を探す.存在する場合には，その変

数の値を 1 にし，同じGUB制約で 1 をもっていた変数

の値を O にする.

[ステップ 9J 意思決定者が得られた解に満足すれば，

そのときの解を最良解として終了する.そうでなければ

r=r+1 としてステップ 3 へ戻る.

4. 路線乗合パスの仕業編成計画問題

路線乗合パスの仕業編成計画は，既知のダイヤに対し，

路線形態に関する条件，乗務員の勤務条件，経営上の条
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件などを考慮して乗務員と車両を各ダイヤに割り当てる

問題である [IIJ.

1) システム制約条件

①各路線のダイヤ t に乗務員 j を割り当てるときしそ

うでないとき 0 とする 0-1 決定変数 XtJ を導入すれば，

各ダイヤ t にいずれか 1 人の乗務員を割り当てるので，

次式のGUB制約を満足しなければならない.

ω2zu=1， t=1 ， z， --J 
j=1 

② l 人の乗務員は運行時間の重なるダイヤに同時に乗

務することはできない.したがって，ダイヤ t と運行

時間の重なるダイヤの集合を Pt とすれば， 次式を満足

しなければならない.

(14) _ 4. XJk~五 1 ， j=l , 2, …, n , t=l , 2, ...， ρ 
ICe.rr. 

2) 目的関数

①拘束時間に関する目標

乗務員 j の拘束時間以外の時間に運行のおよぶダイ

ヤの集合を Qj とすれば，次式を満足することが目標

となる.

(1司1: Xjl云 0 ， j=l , 2, …, n 
leQj 

②実乗時聞に関する目標

ダイヤ t の運行所要時間を Ft ， 乗務員 j に対して

定めた勤務形態の実乗時間の上限を UJ とすると，次

式を満足することが目標となる.

p 

(同 EZF内t ;:(， Uj， j=l , 2,..., n 

5. 数値実験例

ここでは， GUB制約をもっファジィ多目的 0-1 計画

問題の応用例として，前章で定式化した路線乗合パスの

最適仕業計画問題をとりあげ，従来の手法と比較するこ

とにより，本稿で示す手法の有効性を示す.

各ダイヤの運行所要時間 Ft および集合 Pt の要素と

なるダイヤ番号は，表 1 で与えられるものとする.この

場合の時間帯の重なるダイヤ数の最大値は 3 である.よ

って，仕業編成するために必要な最小乗務員数は 3 人で

あり ， n = 3 とする.また，各乗務員に割り当てられる
勤務形態として，拘束時間，実乗時間の上限 Uj および

Qj に属するダイヤ番号を表 2 に示す.

以上のデータ[l1 Jをもとに，同一条件でモデルの作成

を行なうと，次のような決定変数の数24， 1IlIJ約条件の数

32(GUB制約条件 8 を含む)，さらに 6 目的関数からな
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表 1 運行所要時間 Ft と集合 Pt

ぷ?川三 1 3 1 4 卜円什 8
毒菌貯|刊行o トベベ 120 1120 卜501120

表 2 実乗時間の上限UJ およびQJ に属するダイヤ番号

乗務員 j 実乗時間の上限切 I QJに属するダイヤ

1
2
3
 

7, 8 
1, 8 
1, 2 

8 時間
8 時間
8 時間

るファジィ 0-1 線形計画問題となる.ただし，本論文で

提案する手法では，最後の 8 個の GUB制約式は変数の

組として与えられ，制約式の形で陽的に用いない.

x17+x18云 O

x21+x28;::5 0 

x31+x32云 O

120x11 + 150x12+ 120x13+ 150x14+ 120x15 
+ 120x16+ 150x17+ 120x18云 360

120x21 + 150x22+ 120x23+ 150x24+ 120x25 
+ 120x26 + 150x27 + 120x28云 360

120x31 + 150x32+ 120x33+ 150x34+ 120x35 
+ 120x36+ 150x37+ 120x38云 360

s. t. xl1+xI2;;;; 1 

x21+x22孟 I

x31+x32孟 1

xI2+xI3+xI4壬 i

x22+x23+x24孟 1

x32+x33+x34孟 l

xI3+xI4~玉 1

x23+x24孟 1

x33+x34;五 1

x14+x15豆 l

x24+x25~玉 1

x34+x35~五 1

xI5+xI6~玉 l

x25+x26+x27孟 1

x35+x36+x37豆 l

xI6+xI7+xI8話 l

x26+x27+x28孟 1

1991 年 9 月号

表 3 数値例の計算結果

|目躍関目標値メ山ツイ|品2差額
値 k 関数値 0) 

11 (x) 0.0 0.0 1.0 x11 , xI4, xI6 

12 (x) 0.0 0.0 1.0 x22, x27 

18 (x) 0.0 0.0 1.0 x33, x35, x38 

14 (x) 390.0 360.0 0.813 
ん (x) 300.0 360.0 1.0 

18 (x) 360.0 360.0 1.0 

x36+x37+x38亘 l

x17+x18孟 1

x27+x28~玉 I

x37+x38;五 l

x18孟 1

x28語 1

x38孟 1

r: XtJ= 1, j= 1, 2,…, 8 

この問題を本論文で提案する手法を用いて解いた場合

の計算結果を表 3 に示す.

6. 定量的評価

表 3 の結果から，この問題では，乗務員 1 がダイヤ 1 ，

4, 6，乗務員 2 がダイヤ2， 7，乗務員 3 がダイヤ3， 5, 8 

にそれぞれ乗務することになる.このときのメンパシッ

プ関数は 4 番目の目的関数に対応する仰を除いて1. 0

となり，目標を達成していることがわかる，しかも Jl4=

0.813 であり， 目標の達成度合いとしては十分満足でき

ると判断してよい.この解は，太田らが示した結果【11J

と一致している.

本数値例では，太田らの数値例と同一条件で比較を行

なうために，各目的関数に対する重みをすべて等しく設

定したが，ここで提案する手法では，各目的関数(たと

えば，拘束時間や実乗時間，さらに各乗務員など)に対

して容易に重みづけを行なうことができ，得られた解に

満足できない場合には意思決定者が満足するまで繰り返

し目標値を設定できる.しかも目標の達成度合いをメン

パシップ関数値により知ることができるため，意思決定

者の判断が容易になる利点をもっ.

さらに，本数値例の計算時聞は同氏らの約 3 分に対し

て 1/2に減少する(同程度の 16 ピット・パソコンによる).

また，この問題は全制約条件に対する GUB制約の割合

(23) 453 
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が20%程度であることを考慮すると，本論文で提案した

手法の優位性が明らかとなるであろう.

7. あとがき

本論文では，意思決定者のもつあいまいさと大規模な

0-1 線形計画問題に特有なGUB 構造を活かしたファ

ジィ多目的 0-1 線形計画問題の効率的な解法を提案し

た.ここで提案した手法には次のような特徴がある.

(1) 各目的関数値に対する目標値の設定にファジィ理論

を導入することによって，意思決定のもつ判断のあい

まいさを考慮することができる.

(2) AHPにもとづいた各目的関数の重要度に対応する

重みを状況に応じて設定し直すことが可能である.

(3) 大規模 0-1 線形計画問題特有な構造の 1つである G

UB構造を活用した効率的な解法である.

さらに，路線パスの最適仕業編成計画問題への応用を

試み，数値例により提案した手法の有効性を確認した.
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