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1.序

財務論において，証券価格の評価理論がある.新古典

派経済学的アプローチによる諸モデルが展開されてきて

いる.資本市場において価格の裁定機会が存在すれば，

経済主体は裁定操作によって無限の富を得ることができ

市場均衡は存在しない.ここて、は，いくつかの文献をも

とにして，証券市場モデルを考える.それぞれの文献の

紹介とともに，経済的意味を述べる.そのさ~"裁定の

条件と価格過程がマルチンゲールとなるような確率測度

の存在との関係を中心に考察，整理する.

2. 市場毛デル (1)

本章では Harrison and Kreps [1 ]をもとにして，

市場モデルの解説を行なう.確率空間(D， F， P) を考え，

各 ωED は起こりうる世界の状態を表わす.時刻 t=O，

Tをとり，時刻Tでの消費に対する条件付請求権 (con

tingent claim)の空間 X として 2 乗可積分なる F 可

測確率変数の空間を考える.すなわち X=L2(D， F， P)

である . XEX は状態が曲のときに時刻 T で x( ω)だけ

を支払うと L 、う契約である.

経済主体は純取引の空間RxX上の選好によって特徴

づけられ，この選好はRxX上の完全かつ推移二項関係

ミで表わされる.ここではこの選好は凸性，連続性，狭義

増加性の 3 条件を満たすものと仮定される.この RxX

上の二項関係の集合はAで表わされ，これは経済主体の

集合に対応することになる.

価格体系 (price system) は Xの部分空間MとM上の

線形汎関数 π の組合せ(M， tr)である.Mは市場で取引

されている条件付請求権を表わす空間であり， π は mE

Mに関する価格を時刻 0 の消費の単位で表わしたもので

ある.価格体系川I， tr)が viable であるというのは，あ

ると εA と (r* ， m*) εRxM が存在して，
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同+π(m*) 三三0 かつ

(1) r+π(m) 三三 0 なるすべての (r， m) εRxM に対して

(r* ， m牟 )~(r， m)

となるときをいう.このことは， Aに属する経済主体が

予算制約 r+π(m) 孟O にしたがって最適取引を選ぶとき

に，最適取引を見出すことができることを示している.

viable であることは市場均衡のための必要条件であり，

一方，この条件を満たすミと (r* ， m*)ERxM が存在

するとき，

(2) (r+r* ， x+m*)~(r'+r*， x'+m*) ならば (r， x)

ミ '(r' ， x')

でと'を定義すれば，全経済主体の選好が;三'であり，純

取引が (0， 0) なら市場は均衡し，この意味で十分条件で

ある.

条件付請求権xEXで， P(x;;;'O)=I , P(X>O)>O を

満たすものの集合を X+で表わす. X=L2(D， F， P)上の

線形汎関数 ψ について，すべての XEX+に対して判 x)

>0 となるならば，。は狭義に正値であるという .X上

のすべての (L2 ノルム位相で)連続かつ狭義正値なる線

形汎関数の集合を 1Jfで表わす.このとき，価格体系(M，

tr) が viable であることと， π の X 全体への拡張で 1Jf に

属するものが存在することとが同値であることが分離定

理を用いて示される.

x$M に対して ， x が価格 p であるとき， span(MU 

{x} )を M' で表わし， π'(m十ÀX)=π(m)+).p でがを表

わすとき，川，1'， tr') が viable であるならば x の価格

ρ は価格体系川，1， tr) とコソシステントであるという.し

たがって，価格体系川1， π)が viable であるならば，す

べての XEX に対して (M， π) とコンシステントな価格

が存在する.さらに， viable な川，1， π) に対して，同1，

tr) とコンシステントな z の価格の集合は， {ψ(X) ; <゙E 

V かつ ψ IM=π} である.

リ1， π) とコンシステントな z の唯一の価格が存在す

るとき ， X の価格は (M， π) より裁定により決定される

(determined by arbitrage) と L 、い，この z の唯一の

価格を裁定価格 (arbitrage value) という.すなわち，

ォベレーションズ・リサーチ
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



価格体系 (M， n) が viable のとき ， xeX の価格が裁

定によって決定されることと，集合 {ψ(x) ; ψε 1F かっ

判M=π} の要素が 1 個であることとは同僚であり， こ

の要素はzの裁定価格である.

以上のところでは，市場における均衡と裁定の関係に

ついて，ひとつの考え方を示しており，つづいて証券市

場モデルが展開される.

証券の取引時刻は T ，;;; [o ， TJで， 0， TeT である.情

報構造は増大情報系 {Ft ; t εT} で与えられ， Fo={Ø, 

.Q}. FT=F と仮定される . Ft は時刻 t に，その状態が

起っているかどうかを知ることができるものの集合であ

る.価格過程は {Fe} に適合した (K+1) 次元確率過程

Z={Z(t) ; teT} である . Z(t) の成分は k=O， I ， … ， K

に対して ， Zk(t) で表わす. (K+ l) 個の証券が取引さ

れ，時刻 t で状態 ω のときの第 k 証券の価格がZk(t， ω)

である.Z が {Fe} に適合していることにより，時刻 t

においてすべての証券の価格を経済主体は知っているこ

とがわかる.第 0 証券は債券とし，すべての t と ω につ

いて Zo(t， 叫 )=1 と仮定する.さらにすべての tεT と

k=I ， … ， K に対して ， E(Zk2 (t)<∞とする.

証券市場モデルは，確率空間(.Q， F， P) と取引時刻T ，

情報系 {Ftl ， 価格過程Zからなる.

取引については ， (K+ l) 次元過程 O={O(t) ; t εT} 

で，次の 3 つの条件を満たすものを考え，これを単純取

引戦略 (simple trading strategies) と L 、ぅ.ここのモ

デルではこの形の取引のみが扱われる.上記の 3 条件は

まず O(t)がすべての teT について Ft 可潰uであること，

2 つめに ， Ok (t )Zk(t) がすべての tεT と k=O， I ， … ， K

についてXの要素であること 3 つめに有限の整数N と

時刻の列 O=to<… <tN=T が存在して ， t"eT かっ

O(t， ω)はすべての状態 ω について区間 tn - 1 ";;'tくら上で

定数であることである . Ok(t， ω) は時刻 t に状態がω の

とき，保有される第 h 証券の量である.

。を時刻U to ， t" … ， tN に取引される単純戦略とする.

内積 O(t) ・ Z(t) は時刻 t におけるポートフォリオの価値

を表わす.時刻 tn での取引前の価値は O(ら-1) ・ Z(tn ) ，

取引後の価値は O(tn ) ・ Z(tn )である n=I ， … ， Nに対し

て ， O(ら-1) ・ Z(九)=O (tη) ・ Z(tη) ならば， 。は self

financing なる単純戦略といわれる.このことはポート

ブオリオ変更のさいに資金をつけ加えたり，差し引し、た

りしないという，取引戦略に対するひとつの制限であ

る.そして時刻 0 からTへ消費が移されることになる.

self-financing なる単純戦略。は， 0(0) ・ Z(O)ζ0 かっ
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。(T) ・ Z(T)eX+ のとき，単純フリーランチ (simple

free lunch) といわれる.この場合，時刻 0 の消費を減

少きせず，正の確率で時刻UTの消費を増加させ， Aに属

する経済主体について市場均衡とコンシステントであり

得なくなる.

条件付請求権xeXが市場で取引されている (marke

ted) とは，ほとんど確実に O(T) ・ Z(T) であるような

self-financingなる単純戦略が存在することをいう.こ

の場合， 0 は z を生成する (generate) といい， 8(0) ・

Z(O) は z の価格であるという. 時刻 O での消費の単位

で 0(0) ・ Z(O) の費用でポートプオリオ 0(0) を経済主体

が購入し，時刻 th t2, …, tN で費用なしに戦略。でポー

トフォリオを組み替え，時刻UT に O(T， ω) ・ Z(T， ω)=

x( ω) の価値を(時刻UT に状態印での消費の単位で)得る

ことになる.

ともに z を生成する 2 つの self-financing なる単純

戦略 0， 0' に対して，単純フリーランチが存在しないな

らば， 0(0) ・ Z(O)=O'(O) ・ Z(O) でなければならない.こ

のとき ， Mを市場で取引されている条件付請求権の集合

とし， π :M→RがmeMの価格を与えるとする.単純

フリーランチが存在しないならば π はM上の線形汎関数

である.単純フリーランチを許容しない証券市場モデル

に対して ， (M， π) をそのモデルに対応する価格体系と

L 、う.証券市場モデんが単純フリーランチを許容せず，

しかも，対応する価格体系(M， n)が viable ならば，そ

のモデルは viable であるという. viable な証券市場モ

デルが与えられたときに x の価格がモデルより裁定に

より決定されるということと x の裁定価格がρ である

ということは，それぞれ対応する価格体系 (M， π) につ

いて成立するときに定義される.価格体系 (M， n) に対

して ， Mでその価格が裁定により決定される条件付請求

権の全体を表わし ， i? (x) で xe必の裁定価格を表わす.

同値マルチンゲール測度というのは (.Q， F) 上の確率

3tU度 f で次の 3 つの条件を満たすものである. まず，

P と ρ本が同値である，すなわちBeFに対して ρ(B)=O

と p*(B)=O が同値である. 2 つめに Radon-Nikodym

導関数 p=dp*/dp が E(ρ2)<∞を満たす. 3 つめに過

程Zは {Fd 上で pホに関してマルチンゲールである.す

なわちf に関する期待値を E*( ・)で表わすとすべての

k=O, 1 ，… ， K と t";;'u なる u， t εT に対して E事 (Zk(u)1

Ftl=Zk(t) である.

以上の設定のもとで次のことが示される.証券市場モ

テ*ルが単純フリーランチを許容しないとする.そのとき
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同値マルチンゲール測度 p* と， ψ IM=1r であるような

線形汎関数 ψE 1Jfとの聞に i 対 1 対応、が存在する.この

対応は次で与えられる.

ρキ(B)=ゆ(IB )
(3) 

ψ(x)=Eホ (x)

このことをもとにして，次の 3 つの命題が成り立つ.

(同証券市場モデルが viable であることと少なくともひ

とつの同値マルチンゲール測度が存在することとは同値

である. (b) 証券市場モデルが viable であるとする.P

で、同値マルチンゲール測度の(空で、なL 、)集合を表わす.

このとき￡εMであることと ， E*(x)がすべての p本EP

に対して一定であることとは同値であり，その一定値は

丑(x) である. (c)証券市場モデルが viable でありかっす

べての条件付請求権xEXが裁定により決定されること

と，唯一の同値マルチンゲーノレ測度が存在することとは

同値である.

本章で紹介した証券市場モデルは一定の条件のもとで

市場均衡の性質を示している.次章で述べるモテ。ルと比

較，検討する.

3. 市場毛デル (2)

ここでは Harrison and Pliska [2J について，市場

モデんを中心に紹介を行なう.前章と重なる部分につい

ては，説明を簡単にする.確率空間 (Q， F， P) が与えら

れる.標本空間 ρ の要素の個数は有限であり， 任意の

ωερ に対して P(ω)>0 と仮定する.取引時刻は 0， 1 ，

・ ， T であり，情報系 {Fo， F" … ， Fd は Fo 三二 F1 :5. …三三

FT であり ， Fo={Ø, Q}, FT=F と仮定する.

市場モテ事ルは，証券の価格を表わす (K+ 1) 次元の佐

率過程 Z:， {Z(t) ; t=O, 1 ， … ， T} を考え，各成分は k=

0 ， 1 ，… ， K に対して Zk(t) で表わす.各成分 Zk は狭義

正値であり，情報系 {Fo， Fh … ， Fd に適合していると

する.

第 0 証券は債券であるとし，初期時点 0 において

Zo(O)=1 と標準化する.同(t)=I/Zo(O) で割引過程を定

義する.

取引戦略は予測可能な (predictable) (K + 1 )次元過

程ゆ={ゆ(t) ; t=l ， 一 ， T} で定義し，その成分はゆ0， �" 
..， ØK である.ここで予測可能というのは似t)EFt_ 1 が

t=I ，...， T について成立することを意味する.仇 (t) は

時刻 tー!と t との間における経済主体の第 h 証券の保

有量を表わしている.ゆが予測可能ということにより，

経済主体は Z(tー 1)を観測して，時刻 t のポートフォリ
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オ似 t)を決定し，また Z(t) がわかるまでにポートフォ

リオ似 t) が決定され， Z(t) がわかるまで保有されるこ

とになる.

似 t) ・ Z(tー1)という内積は時刻 tー 1 に形成された直

後のポートプォリオゆ(t) の市場価値を表わし，利t) . 

Z(t) は時刻 t の価格が観測された後でしかもポートフ

ォリオの変更がなされる前の市場価値を表わす.これに

より φ(t). i1Z(t)( =似 t) ・ (Z(t)-Z(tー 1))は時刻ß t-l 

と t との聞における証券価格の変化による市場価値の変

化を表わすことになる.

今までの展開では， T=N のとき取引戦略引 1) ，・，

世(T) は前章の 8 (to)=8(0) ， (}(t) ， … ， 8(tN_ 1 ) に対応す

る.これは単に取引の期間の番号付けの問題であるが，

ここでの議論では，もとの文献のまま用いる.また前章

の取引の単純性はここでも成立している.取引戦略併に

対して収益過程 G(φ) を次のように定義する.

:4) Gt ( ゆ)三Z 似 i) .i1Z(i) , t= 1, ..., T 

これは時刻までに実現するキャピタルゲインに対応す

る.

取引戦略が self.financing であるということを次の

条件で定義する.

':5) 似 t) ・ Z(t)=似 t+l) ・ Z(t)， t=l ， … ， Tー l

これは前章と実質的に同じである.

取引戦略に対して価値過程を次のように定義する.

{ゆ(t) ・ Z(t )， t=l , …,T 
(6) Vt ( ゆ)三 1

lﾘ( 1)・ Z(O) ， t=O 

これは時刻 t における取引の直前のポートフォリオの

市場価値を表わしている.さらに取引戦略が admissible

であるとは， それが self.financing であり， かつ，

V(ゆ)が正値過程であることをいう . V( ゆ)が正であるこ

とにより，経済主体は常に負債の状態にはならないとい

うことになる.また， φ ですべての admissible である

攻引戦略の集合を表わす.

条件付請求権は非負の確率変数z である.Xですべて

今条件付請求権の集合を表わす.条件付請求権zが到達

可能(attainable)て‘あるとは ， VT ( ゆ)=x となるような

φεφ が存在することをいう.これは前章の「市場で取

引されている J という概念に対応する.この場合， ø は

z を生成するとし、 L 、， π=Vo (引をこの条件付請求権に

閣する(時刻 O の)価格という. 裁定機会(arbitrage 

opportunity) というのは ， Vo ( ゆ )=0 であり，しかも，

E(VT( ゆ ))>0 であるような取引戦略。εφ をいう.これ
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は前章の「単純フリ}ランチ」に対応する.

次に条件付請求権に対する価格体系を以下の条件を満

たす写像 φ:X→[0，∞)で定義する.

(7a) x=O のとき，およびそのときに限り ， 1r(x)=O 

すべての a， b ;;， O とすべての x， X'EX に対して

(7b)φ(ax+bx')=aØ(x)+bゆ(x')

すべてのゆeφ に対して φ(VT( ゆ ))=vo ( ゆ)であるとき，

価格体系ゅは市場モデルとコンシステントであるとい

う.モデルとコンシステントなすべての価格体系の集合

をHで友わす.

確率測度ρ と同値で，割引価格過程 ßZがf のもとで

マルチンゲールであるような，すべての確率測度 p本の

集合をP とする.このとき，価格体系 πεH と確率演u度

P*εP と聞に次の 1 対 1 対応、が成り立つ.

P*(B)=ゆ(Zo(T)IB )
(8) 

。(x)=E*(ß(T)x)

さらに市場モデルが裁定機会をもたないのは， Pが(同

等にHが)空でないことと同値であることが示される.

4. 結

ここで解説した 2 文献ではさらに連続取引のモデルに

展開されるが，基本となる部分をとりあげて，要約し

た.証券市場モデルにおいての証券価格と同値マルチン

ゲール演u度との関連や，市場均衡と裁定機会について，

また，資産価格理論全般とのつながりなど，今後も検討

を重ねる余地があると考える.ここでの 2 モデルについ

ても，いろいろの側面から考察し，その他の多くの文献

との関係を見てゆく必要がある.以上のことについて筆

者は関心があるので今後の課題としたい.
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MS-DOS シェルプログラムの技υ、 木下悔

じの I~h述コーデイング 太田昌孝

アセンブラヘ1"1 玉井浩

1 月号/発売中/定価980円

色いろいろ
色彩fllLi耐火のーこま

色を!:i."iじるメカニス:ム

魚の色
大気光，、i主制象と色彩

数学における色

化学交化における色
物開店?と色のイメージ

色彩の，\.~と;え;化

金子隆芳

金子章道
狩野賢司

古川l義純

一松僑

綿抜邦彦
松田哲

福田邦夫

11 本人のインテリアカラー

~rl と tW 1" 1 あれこれ
色彩の列象.，;::

色物lihJ山

日原もと子

品田登

高橋義人

千々岩英彰他

-最新刊 好評発売中

CGによるパソコン入門
芹沢正三著/A5/定価2266円

F価格表示は，税込み価格となっています.

サイエンスネ土
東京都千代同医神田須田町2-4 安部徳ピル

電話 (03) 3256-1091(代)振替東京 7 -2387 
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