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ファイナンスのための確率過程入門
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4. 拡散過程

4. 1 はじめに

証券の実用取引の分野にまで確率過程を用いた計算結

果が浸透しつつある(あるいはすでに浸透している)大

きな原因の 1 つは，オプションと呼ばれる証券の値段を

合理的に設定したいとし、う要求である.そして，現在よ

く用いられているいくつかの公式の理解に話を限定する

なら，前節までの議論によって，その要求にある程度ま

では答えることができる.

く例 1 > 
行使価格 c 円のヨーロッピアン・プット・オプション

とは，その所有者に対し，その指定する期日に指定する

株式を価格 c 円で一定の株数販売することを保証する権

利である. (t 、くら株価が下がっていても， 無理矢理そ

の値段て、契約の相手方に引き取られることができるので

ある.)したがって， たとえば， 株価が暴落することが

懸念される場合に，株式とともにヨーロッピアン・プッ

ト・オプションを必要量所持しておれば，株価が暴落し

でも，実は株価が所定期日に c 円になったのとのと同じ

ことになるわけである.この権利を行使するか否かは所

有者の自由であって，したがって，株価が c 円を越えて

いれば権利は行使されないことになる.これは，オプシ

ヨンを一種の(掛け捨て)保険として利用できることを

示しているわけであるが，その“保険料"を，オプショ

ン購入時に相手方に支払う必要がある.このオプション

の値決めはどのように行なえば合理的で、あろうか. (生

命保険料率の計算を連想するではないか)
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この場合，原株の価格変動が第 3 節で述べた(3.2.6)

式で記述される確率微分方程式にしたがい，したがっ

て，現在時刻を t=O とした場合の，時刻 t での価格X

の対数 Y=logX の価格変化の分布が，正規分布(3.2. 7)

にしたがうとしよう. このとき，現在価格が Xo のある

株式に対する，行使価格 c のプット・オプションを所持

することによって得られる満期時刻 t での利得の期待値
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(4. 1. 1) 

で与えられる.現時刻 O から時刻 t までの聞の，連続複

利で計算した安全利子率 e-rt で割り引くと， 現時点に

おけるプット・オプションの価値切は，標準正規分布の

累積分布関数を N( ・)と記した時，

叩 =e-rtE[PJ

…N(吋;?;子)~)
(1og一千一(μ+ fĴ2 )t¥ 

-Xo N ¥ -----.:':Q σ Jc .. ')  (4.1.2) 

で与えられる. (式 (4. 1. 1) からの機械的な式変形であ

る.各自計算せよ. )ファイナンスの立場からは， プッ

ト・オプションの満足すべき確率微分方程式に対し裁定

取引の考え方を適用しながら， リスク・プレミアムを考

慮に含めてもこの結果が変わらないことを議論する.こ

のような，ファイナンス固有の議論は本稿では省略する

が，どのみち結果は変わらないということで，とりあえ

ず納得するだけならば， (4.1. 2)が著名なBlack-Scholes

式なのである.

さて，オプションに関連した議論をより深く理解する

には，見本関数が確率 1 で連続となる確率過程が 2 階

の放物型偏微分方程式で記述されることを理解しておく
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と見通しがよい.特に，次のような Xt の範囲に制約が

ある場合の計算を行なう場合には，実用計算上も有意義

である.その詳細は本稿の論じ得るところではないが，

4.2 節以下で筋道だけを述べる.

<例 2>

ヨーロッピアン・プット・オプションでは，価格の対

数を取って考えれば，状態空間が全実数となる確率過程

としてモデル化することが可能である.これに対し，そ

の変種と見なせるアップーアンドーアウト・プット・オプ

ション(あるいはアップーアンドーアウェイ・プット・オ

プションとも言う)においては，株価が一時的にでもあ

る上限値 c を越えると契約が自動的に破棄される.この

場合には，実際の株価自身は全実数を取るのであるが，

閉区間(ー∞， cJ の端点にくると， (たとえその後，再

び所定の区間内に戻ってきたとしても，もはやそれは効

力を持たないわけであるから，)実質上株価そのものが

消滅してしまった(あるいは，再び戻ることのできぬ

“天国"に行ってしまった)ものとして各種の計算をする

必要がある.この意味で“吸収壁"をもった閉区間上で

の確率過程としてモデル化されなくてはならない.

<例 3>

ある企業の全資産価格を発行済株式の総数で割れば，

1 株あたりの資産価格 c が得られる.株価が c より大な

るときはブラウン運動にしたがって変動するとしてみよ

う.しかし，その株価が c を下回ったとすれば，その値

段ですべての(あるいは過半数または 3 分の 2 の)株式

を買い占めた後資産を売却すれば， (少なくとも理論上

は)確実に利益を得ることができるわけであるから，株

価が c をわずかでも越えた瞬間に誰かが積極的にこの株

式を購入するはずである.この行動の結果として，株価

は c を割り込めないと考えられる.この場合株価は，状

態空間が[ c ， ∞)で c で“反射壁"を持つブラウン運動

としてモデル化で、きるであろう.

これに限らず，価格的に何らかの大小関係を有すべき

2 つの量があった場合に，この大小関係が破られたとす

るならば，この大小関係の破れを利用して確実な利益を

得ょうとする者が現われるはずであるから，この不等号

関係は(理論的には)破られない.

4. 2 マルコフ過程

確率空間 (Q， A， P) 上の確率過程 {Xt ， tEX} は，任

意のむ<S2< ・・くら いるεT) に対して，

P(Xt sEIX. ， =x"X.2=X2' … ， Xsη =xn ) 

1990 年 8 月号

=P(Xt sEIX'n=xnl. a.s. (4.2.1) 

が成立するとき，マルコフ過程と呼ばれる.ただし ， E

は l 次元 Borel 集合である. (一般には“Xt の値域の開

集合全体を含む最小の σ代数の元"であるが，本稿で

は，第 2.1 節の確率過程の定義において Xt の値域を

実数としたので I 次元 Borel 集合となるわけである.)

式 (4.2.1) は，多数の過去の情報が与えられでも，有効

な情報を与えているのは最も新しい情報だけで，それ以

前の情報は全く無駄であることを意味している.すべて

の 2 時点での同時分布が定まれば，任意の有限個数の時

点の状態が与えられた条件のもとでの Xt の条件付き分

布が，定まってしまうわけである.この 2 時点、の関係を

与える確率法則 P(Xt ε EIXs=x) は，推移確率(ある

いは転移確率，推移関数)と呼ばれる.推移確率は，互

いに整合的に，また確率を記述するときの常として適当

な可測性を満足して定義されなくてはならない:

(同時刻 s， t と Borel集合Eを固定したとき ， xに関し

て Borel 可測，すなわち ， {x:P(XtsEIX.=x) 話 a}

なる集合はすべての例こ対して Borel 集合になる;

(b) P(XtsEIX.=x) は ， S, t , X を固定したときEに

関して確率測度になる;

(c) すべての O話 s<t<u， 実数 x， Borel 集合Eに対

し，関係式

P(XusAIX.=x)=~二P(XusEIXt サ)

P(y~五 Xt<y+dyIX.=x)

が成立する.

ここで実質的な制約となっているのはい)であり，

Chapman-Kolmogorov の関係式と呼ばれる.状態の

個数が有限で時間が離散的なマルコブ過程では， (c)の

右辺は行列の積で表現され，現在の多くの大学学部で行

なわれている経営工学の講義でもおなじみのものであ

る.推移確率系の一致する 2 つのマルコフ過程は，同値

であると呼ばれる.

ブラウン運動が， さらには任意の独立増分過程が，マ

ルコフ過程であることは明らかである.マルコフ過程

{Xt ， tEX} の推移確率は，任意の t(ET) に対して，

P(XtsEI X.=x) =P(Xt_.sEI Xo=x) 

を満足するとき，定常推移確率あるいは(時間的に)一

様な推移確率とし、う定常推移確率を，持つマルコブ過程

を，一様マルコフ過程という.以後本摘では，一様マル

コフ過程を取り扱うこととし，その(定常)推移確率を

ρ(t-s， E , x) と記そう.
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4.3 半群と生成作用素

状態空間すなわち Xt の値域S上で定義され適当な条

件を満足する有界な Borel 関数の集合を K と記そう.

Kの任意の元f と時間 t に対し，

Ttf(x)=~ン(t ， dy ， x)f(百) (4.3.1) 

によって Tt を定義する. この時， fEK ならば，任意

の t に対して ， TtfEK が成立するとしよう.すると，

Tt は Kから Kへの(線形)作用素である . Chapmanｭ

Kolmogorov の関係式をこの作用素を用いて表現すれ

If, 

Tt+,=TtT. 

となる.また， To=I(1 は恒等作用素)が成立する.こ

の作用素の系 {Td をマルコブ過程に付随する半群とい

う.状態空間 S上で定義された 2 つのマルコフ過程にお

いて， その半群が一致すれば， その推移確率系が一致

し，したがって同値なマルコプ過程になる.半群が与え

られたとき，線形作用素Aを

Af(x)=lim {TJtf(x)-f(x)}/L1t (4.3.2) 

で定義し，マルコフ過程の生成作用素と呼ぶ.マルコプ

過程の基本的な結果の 1 つは，適当な条件の下で，この

生成作用素がマルコブ過程を一意に決定するということ

である.それを示す枠組みは，大きく言って 2 つのもの

がある.

{Td が Feller 半群 ( t に関し強連続で O壬f孟 1 なら

O孟 Ttf~玉1)と呼ばれる半群をなす場合には， Kを適当

な有界連続関数の集合に取ると ， {Td が然るべき条件

(強連続縮小半群)を満たすので， Aの定義域をKのうち

で( 4.3.2) の右辺が一様収束するものの集合に取れば，

吉田-Hille の定理と呼ばれる一般的な定理が適用でき

て，生成作用素がマノレコフ過程を一意に決定することに

なる←ーと話が進む.

{Td が右連続な強マルコフ過程(説明略)を定める場

合には， Aの定義域を適当(詳細略)に取れば，今度は

確率積分にもとづいて，生成作用素がマルコフ過程を同

値性を除いて一意に決定することが示される.

4.4 拡散過程

マルコプ過程は，見本関数が消滅時間(たとえば第 4.1

節例 2 においては，アップーアンドーアウト・プット・オ

プションにおいて契約が無効になる値をはじめて取る時

聞がこれにあたる)までの聞を通じて確率 i で連続であ
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るとき，拡散過程であると呼ばれる.拡散過程の生成作

用素は，適当な“正則性"の条件のもとで，適当な境界

条件を満たす 2 階の偏微分作用素(状態空間が有限次元

ユーグリッド空間内の領域である場合，適当な境界条件

を満足する 2 階の楕円型偏微分作用素)になる.

たとえば，第 3 節で、触れた確率微分方程式(の時間に

陽に依存しない場合)

dXt=a(Xt)dt十戸(XtldBt ， Xo=x 

に対しては，伊藤の公式 (3.2.3) によって，

df(Xtl={ん(Xt)a(X t )+( 1/2)fxx(゚(Xt) )2}dt 

+fx(Xt ) 戸(XtldBt (4.4.1) 

である.式 (4.3. 1)を素直に書き換えると ， Ttf(x)= 

E[XtIXo=x] となる.式 (4.4.1) 右辺右端の項は定理

3.1によってマルチンゲールなので，期待値は O である.

これらに注意しながら (4.3.2) を考えれば，

。 1 1'" '¥<l a 
A=α(x) 一一+-~(戸(X))2 去2 (4.4.2) 窗 . 2 

であることが導かれる.もし ， Ttf(エ)に対しAが定義

されうるなら，

dTtf(x)/dt=ATtf(x) (4.4.3) 

が成立していることに注意しよう.実数上の適当な区間

Eを取り

(1 (xEE) 
f(x)i 

lO (x$.E) 

と置き，関数p(t ， a)を p(t， a) ==Ttf(a) で定義すると，

ρ (t ， a) は Xt が時刻 0 で値 α を取るとしみ条件のもと

で，時刻 t で XtEE が成立する確率である. (4.4.2) と

(4.4.3) から ρ(t， a) は，

並=a(x) ~p +-1.-( 戸(X))2~笠 (4.4.4)窗 . 2 

を満足する. 4.1 節例 2，例 3 の場合のような場合には，

それぞれ f(c)=O ， fX< c)=O という境界条件のもとで

(4.4.4) を解けば，領域に制約がある場合にも確率計算

が可能になる.
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