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任意の三角形分割から凸な面が構成できるか

杉原

次の問題を考えよう.

I x-y平面上の任意の有限点集合P と ， Pの凸包内

部の任意の三角形分割IjT (ただし各三角形の頂点はPの

要素であるとする)が与えられたとき.Pの各要素に適

当な z~標を与えてTを 3 次元空間へ持ち上げ，下に凸

な三角形網が張れるかJ (図 1 参照)

この問題を何ら心の準備なく突然聞かされた人の l つ

の典型的な反応は. Iたとえば，回転放物面 z=x2+が

の上へPの各要素を持ち上げればL 、 L 、んじゃないの ?J

というものである(筆者自身の反応もそうであったに

しかし，これは間違っている.Pの各要素を Z=X2+y2

の上へ持ち上げて凸包を作ると，その x-y 平面への投

影図はPの Delaunay 三角形分割と一致する [IJ とし、

う性質を思い出せば，これが間違いであることは容易に

理解できょう.
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図 1 平面の三角形分割とそれを持ち上げて

できる下に凸な三角形網
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実は，最初の問題の答は「否J である.図 2 (a)に示す

三角形分割が反例の 1 つである. どんなにがんばって

も，これを持ち上げて下に凸な三角形網が作れないこと

は，次のようにわかる.

この三角形分割Tの各頂点の z 座標を適当に与えて，

下に凸な三角形網が張れたと仮定する.Tを構成する三

角形 ft に対応して空間に張られた三角形を Ft と書くこ

とにする . x-y平面上の任意の点P を固定し . P を通

り z 軸に平行な直線と面 Ft の載っている平面との交点

を Zt とする.このとき.P から x-y平面上の任意の方

向へ延ばした半直線が三角形兵とんをこの11厨序で通過

するなら . Zi>Zjが成り立つ.なぜなら空間に張った

三角形網は下に凸であるから.

ところで，図 2 (出こ示すように点P を選ぶと，半直線

a. b , c からそれぞれ ZI>Z2. Z2>Z8. z8>ZI が得られ

ることになり矛盾である.したがって.図 2 (a)は，下に

凸な三角形網の投影図ではあり得ない.
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図 2 反例
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