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ORの実施経験，そEから得られた知恵やアドパイス，失敗談と教訓，新しい観点，視座，フレー

ムワーク，未だ解けていない問題，面白い研究テー7などを，“新鮮に. しかも，“コンパタト
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ジから 3ペーグに納まるようにお書きください.簡素 11:!加筆訂正をお願いする場合があります〉

一般化逆行列を用いてLPの一般解を求めよう

矢部博

以下は. LPの授業そのものというよりは，教養課程

の線形代数をひと通り勉強した 2. 3 年次の学生相手に

応用線形代数のような授業の中で，例題として LP を取

り上げる場合のお話しです.

「たとえば (1)-(12) の手順で，以下のような図を用いて

講義してみてはL 、かがて・しょうか」というもので，学生

たちの理解の手助けになれば幸いです.なお. [IJ. [2J 

を参考にしました.

(1) まずは. n 次元実線形空間 Rn の定義は教えてあ

るものとする.ここではLPの例題を取り上げるので実

空間に限定するが，実際には複素空間で講義をした方が

良い場合もあるだろう.内積は aT b= L: i= ,n ai bi を使

う.

(2) Rn から Rm への線形変換を表わす mxn 行列 A

に対して A の range sace R(A)={yly=Ax.XERπ} 

cRm. null space N(A)={XERnIAx=O}cRn を定

義する . R(A) は A の列ベクトルの張る空間. N(A) は

A の行ベクトルと直交する空間である.結局.A は Rη

から R(A)への変換ということになる.

(3) 部分空間Mの直交補空間M.lを定義し . R(A)ム=

N(AT). N(A)よ=R(AT)を証明する . (A の第 i 列ベク

トルを ai で表わせば A=[ah a2. … .aη] となるから，

R(A)よは各 at と直交するベクトルの集合， すなわち
aiTv=O なる P の集合になる.よって R(A)土 ={vIATv

=O}=N(AT)が示せる).

(4) 空間の直和分解 Rη =N(A) ⑤N(A)上 =N(A)EB
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図 1 Rn の直和分解 Rπ=N(A)EBN(A)上

R(AT). Rm=R(A)EBR(A)上 =R(A)EBN(AT) を教え

る(図 1 参照).

(5) Rn の任意のベクトル Sは図 1 に示すように， x=

X， +X2 と一意に直和分解できて，引を s の N(A)よへ

の正射影. X2 を z の N(A)への正射影と呼ぶ.また X，=

Px なる線形変換が存在して，この P を N(A) .l への正

射影行列と呼ぶ. このとき行列 P は P2=p. PT=P と

L 、う大事な性質をもち，前者は I射影J のための条件，

後者は「正J 射影であるための条件て、ある(授業ではこ

こをていねいに教える).

(6) 線形変換 y=Ax の意味を教える :Rn の任意ベク

トノレ Z は X=X，+X2 ( 図 1 )と分解できるから . Ax= 

Ax， となる.すなわちAは Rη から R(A)への線形変換

ではあるが，本質的には N(A)上から R(A) への橋渡し

を考えれば良い.よって図 2 にあるように. X， から U へ
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行くことが本質的であって ， x から u へ

移ろうが， zから Uへ移ろうが関係ない.

(x1 に正射影されるベクトルならば何で

もよし、)

A-

o ~ 

Rß の原点は線形変換

によって Rm の原点に

移る

(7) …ということは，逆に uεR(A)

が与えられた場合には s もしくは Z へ戻

すことは無理であって，そのような意味

ではAの逆行列は必ずしも存在するとは

限らない. (学生たちは fA が n 次正

則行列ならば A-l が一意に存在する J

ことは習っているだろう.そこでこの場

合には N(A)={原点のみ}， N(A)上=

R(AT)=Rn となるので， R(A)から Rn

への逆変換が可能であることを指摘す

る)他方，線形変換Aは N(A)よと R(A)

R"=N(A)(BN(A)ム Mは Rm=R(A)E!::lMなる

部分空間

A 
図 2 A と Aーの幾何的解釈 (x ー→U は y=Ax を意味する)

の間では全単射になることが示せるの

で， N(A)上と R(A) は 1 対 1 に対応し， したがって

R(A)から N(A)上へ戻すことが可能になる.この意味

で R(A)から N(A)上への逆変換が考えられて，この逆

変換を表わす行列をAの一般化逆行列j と呼び A- で表わ

す.Aーは n 行m7'Jj の行列で、ある(図 2 参照).

(8) 以上が Aーの幾何的解釈である.改めて式で表わ

せば

(i) y=Ax, (�) x1=A-y , (iii) y=Ax1 

となる . (i)を (ii)へ代入してその(ii)を凶)へ代入して，再び

(ï)と比べれば Ax=AA-Ax となるので，結局， Aーの満

たすべき条件は AA-A=A となる.これが一般化逆行列

A の代数的な定義である.ただし Aーは A に対して必

ず求まるが，一意ではない.一意性を保証するためには，

Xz 

A-b 

。

さらに 3 つの条件を付加することが必要で，次の条件を

満たす nxm 行列JjXが一意に存在することが知られてい

る:

(吋 AXA=A， (b)XAX=X , (c) (AX )T=AX, 

(d) (XA)T=XA. 

このXを Moore-Penrose 型一般化逆行列と呼び， At 

で表わす. (授業では，さらに At の幾何的解釈や線形最

小 2 乗法との関連性を述べる)

(9) 次に連立 1 次方程式 Ax=b を考える.これにつ

いては次の定理が知られている:

rAA-b=b となる適当なAーが存在することが， Ax= 

b が解を持つための必要十分条件である.このとき，こ

の Aーを用いて一般解は x=A-b+(I-A-A)v で与えら

れる.ただし I は単位行列 ， v \主 Rη の任意

ベクトルである.J 

Jピ1

ここでは-A-A)v が N(A) に含まれるこ

とに注意しておく.

例として x1 +2xz=2 の一般解を求めてみ

よう. A=[1 , 2J , b=2, v=[V., vzJT に対し
て，たとえば一般化逆行列のひとつとして

A- =[I ， OJT とおける.このとき A-b=2[1 ，

N(A) すなわち xl+2x2= 0 の
一般解の集合

0]T=[2， 0]T は非同次方程式的十2X2=2 の特

殊解， (I-A-A) v= 一向[2，一 1JT は同次方

程式的+2X2=0 の一般解に相当する.そし

て Xl+ 2x2=0 の一般解を A-b の分だけ平行

移動すれば非同次方程式 Xl+ 2x2=2 の一般

図 3 Xl+2x2=2 の一般解 解 x=A-b+ (I-A-A)v が得られる(図 3).

1990 年 3 月号 (47) 181 
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



X3 

-!劦 

8 

P (2 , 3 , 0) 
日 (0 ， 4 ， 0) 

C (0 , O,*, ì 

D (与， 0 ，子)
E (号， 0 ，り)

3 日 +3"2 ト 4 ピ3=24

ClJ 等 t:j凶l

ど 1

図 4 LP の例題の実行可能領域(第 1 象限)

.1:2 

側それでは LPの話題に移ろう.ここでは以下の L

Pを考える:

(LP キ max{cTxla孟Ax~玉 b}. a , bERm, cεRn 

(L P *)が実行可能であると仮定して ， cTx の有界性を

議論しよう . u=Ax とおくと，周定したAーに対して(9)

より x=A-u+ (l-A-A)v となる. (実は以下の話は Aー

の選び方にはよらな L 、)このとき max{cTxla;;玉 Ax豆 b}

=max {cTA-u+cT(l-A-A)vla孟u孟 b ， vERn} とな

り， (授業ではきちんと示すとして) cTx の有界性は cT

(I-A-A) v の有界性にかかわってくる.しかしながら

(I-A-A)v の大きさ(ノルム)は N(A)の中でいくらで

も大きくできるから，結局， cTx が有界であるための必

要十分条件は cT(l-A-A) v=O， すなわち cEN(A)ょ

であることがわかる.

(11) 最後に， rank A=m であること， max{cTxla壬

Ax豆 b} が有界(すなわち eεN(A)上)であることを仮

定して， (LP ホ)の一般解を求めよう.このとき

max {cTxla謡 Ax~玉 b}=max {cTA-ula~玉 u豆 b}

となる.ここでベクトル Z の第 i 成分を z; で表わせば

((A- )TC)t>O のとき ((A-)Tc)t ai孟 ((A-)TC);Ut豆

((A-)TC);bi , ((A-)T C)i<O のとき ((A-)T C)i aiミ

( (A-)TC);ui孟 ((A-)TC)ibi' なので， ((A-)TC)i>O の

182 (48) 
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図 5 L P の例題の実行可能領域

とき Ut*=bi ， ((A-)TC)i<O のとき ui*=ai ， ((A-)Tc)i 

=0 のとき Ui*= (I -t;)内 +tibi(O~五九手 1) (ai と bi の

内分点)とおけば，結局， (L P *)の一般解は

x*=A-u本 +(I-A-A)v， vERn 

で与えられる.

(12) 次の例題を考えよう: I制約条件

O;;i; 5xl 十Xz十 2X8~芸\3， O~玉 2Xl+4xz+5x3二五 16

のもとで目的関数 3Xl+3xz+4x3 を最大にせよ J

図 4 には第 1 象限の実行可能領域が示しである(多国体

PBCDEOの内部).実際は切口が平行四辺形の筒の内

部である(図 5). 2 点 p ， Dが等高面 3Xl+ 3xZ+4x3= 
15の上にあることと図 4 より，最適解は 2 点 p ， D を通

る直線上のすべての点になる.酬の記号を用いれば

A=r5 1 2l, a=iOl , b=rI3l , c=i3l 

12 4 51 1 0 1 1161 1 3 1 
1 4 1 

図 4 からこの LPが実行可能であることは明らかであ

る. また

じ川則で l: ~r=上「 4118 1 

2 41 12 41 1 -2 51 

だから rank A=2 となり (1到の 1 番円の仮定が満たされ

る .Aの一般化逆行列は簡単に求まって，
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b[~::rri -; -il とお叫
実際， AA-=l となるので AA-A=l ・ A=A が成り

立つ.このとき VT=[Vh 内， VsJ に対して

(I-AA)hij 手Et~' [J
となり，改めて s=一vs/6 とおくと N(A)のベクトルは

s[I , 7, -6JT( s は任意実数)で、表わされる.ここで， C と

[1 , 7, -6JT が直交することは容易に確かめられるから

(11)の 2 番目の仮定 CEN(A)上が成り立つ.

よって (A- )Tc=[1/3 ， 2/3JT の各成分の符号を調べれ

ば，ポ=[13， 16JT となるので，求める一般解は

x*=A-u*+(I-A-A)v (vERn) 
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で与えられる.ただし s は任意実数である，図 5 におい

て，これは点 P (2, 3， 0) を通り方向が [1 ， 7 ， -6JT の直

線，すなわち 2 点 p ， D を通る直線上のすべての点に

なる.

以上がおおまかな粗筋ですが，授業では，この後さら

に(11)の仮定をゆるめて rankA<m の場合の一般解の表

現や，いわゆる LPの標準形 min{cTxIAx=b， xミ O}

の一般解の話をすることも考えられるでしょう.なお，

例題はかなり人為的に作りましたが，もっとおもしろい

例題がありましたら教えてください.
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