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帯状領域への円・楕円の充填

矢島俊輔

1. はじめに一一問題
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プラスチックの帯からフロッピーディスクの原材料を

打ち出すことを考えてみよう.円形のディスクを帯状の

材料から打ち出すのであるから，ディスクをどのように

配置しようと“切り屑"が出る.しかし無駄はできるだ

け少なくしたい.これは板取り問題と呼ばれる変形の

多い一群の問題の i つである.特殊な問題ではあるが，

応用範囲も広いので，基礎的な考察をする意味があろう

と考えた.本稿ではこの問題を， r一定の縞を持つ無限に

長い帯状領域に，充漢率ができるだけ大きくなるように，

円または楕円を重ならないように充填する問題J として

定式化し，考察を加えることにする.

円の充填については，すでにいくつかの基礎的考察が

なされている.無線平商に円を充填する場合には，図 1

のように，各々の円が他の円と正六角形の頂点で接する

「蜂の巣配置J と呼ばれる配置が，充槙率最大を実現す

ることが知られている [1]. このときの充模率d は，

d=----;王==0.9088…
旬 12

である.ここで充填率というのは，

一充填部分の面積充填率一
材料の面積

)
 

唱
i(
 

(2) 

として定義される比率である.我々は以下においても，

このように定義される比率を用いて議論を進めることに

しよう.

2. 円の充填

無限に長い帯状領域に単位円を充模するさいの最密充

填率も部分的にはすでに知られている.
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図 1 無限平面における円の最密充填

まず帯の幅z が，

x= 、/王・ (kー 1)+ 2 (k は正の整数 (3)

の場合には図 2 のように，帯の境界線以外では各々の円

が他の円と六角形の頂点で接する配置が可能である.こ

れは無限平面の場合と同様， r蜂の巣配置J と呼ばれ，そ

の充填率は，

d(x)=互. (上+手芸)
x '2'" 12 

μ) 

で与えられる.

この値はまた，帯状領域に円を充填する場合の最大値

であることが証明されている[ 2 ].言い換えれば，帯の

中が(3)式のような特殊な長さでないときにも，充填率は

(4)式の値を越えることができないのである.

帯の幅が一般の場合 (xヲ丘、/玄・ (kー 1)+2) には，蜂

の巣配置をしても幅方向に隙間が空いてしまう.その分

図 2 蜂の巣配置
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図 3 候補となった充填パターン

を長さ方向で縮めて充填率の向上をはかる方法はいろい

ろ考えられ，それなりに充填率が改善される.しかし

その 1 つが“充填率最大"の意味で“最良"であること

を数学的に証明することは，きわめて困難に思えた.パ

ターン 1 つ l つについて，異なった定式化とパラメータ

の最適化が必要だからである.そこで，ここでは有望と

思われるいくつかの配置パターンを候補として考え，そ

の中で最も大きい充填率を示すものを，優良解として提

示することにした.それゆえ，今後さらに優れたパター

ンが発見されれば，この優良解もそれに席をゆずらなけ

ればならないが，そのような場合でも本稿の議論はその

部分の変更だけで成立するものである.本稿はそのよう

な意味での“工学的迂回"を方法論としている.

優良解の候補としては次のA ， B , C の 3 つのパター

ンをとりあげた. (図3)

図 4 に示すような細長い箱に球を一重に敷いて右側か

ら長さ方向に圧力を加えれば，球が作る“石垣"は亀裂

を生じて長さを縮め，せり上がって箱の幅を満たすであ

ろう.そのときの“石垣"の形を想像して得たのがこれ

らのパターンである.
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図 4 球の充撲の圧縮

これら 3 つのパターンについて充填

率を計算した.計算は初等的であるが，

繁雑なものであったので詳細は省略す

るが，この中で充填率が最も大きかっ

たのはパターン Cであり，その充填率

は。

k. (k十 1) ・ π
d(x)==~ 

2.x ・ (2 ・ cos a+k-1) 

(5) 

(x==2+2. sin α+(kー 1) ・、/す)

という式で与えられる.そこでニのパ

ターン Cの配置を優良解と認めること

tこし Tこ.

横軸を帯の幅 x ， 縦軸を充填率をと

ってこの配置パターン Cの充填率の変

化をグラフにあらわしたのが図 5 である.これを充横率

図と呼ぶことにする.

横軸は，蜂の巣配置が可能な帯の幅が整数で表わされ

るよう，パラメータ化しである.したがって，パラメー

タ h が整数のところでは充填率が高く，そこから外れる

と下がるので，そのグラフは図 5 のような“たるみ"を

つないだ形を示す.そしてそのたるみは，幅 z の増加に

つれて小さくなっていく.

3. 楕円の充填

次に，楕円の場合を考えてみよう.惰円は，アフィン

変換によって円から生成される.アフィン変換とは，直

線 g ，および倍率 1 を任意に設定する時，平面上の各点

P を

FP'= ,t. FP (6) 

となるような P' に変換する写像である.ここで直線 g

をアフィン変換の“基線"と呼び F は P および P' の

基線 g への正射影である(図 6 ).また，倍率』は任意の

実数であるが，ここでは一般性を失うことなく，tミ l

の場合のみを扱うことにする.
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図 8 アフィン変換の例
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図 5 円の優良充填の充填率図

アフィン変換はし、わば図形を一方向に引き伸ばすよう

な変換であるから，円は楕円になるわけである.またア

フィン変換は，明らかに次の 3 つの性質をもっている.

(1)直線は直線に変換される.

(2)平行線は平行線に変換される.

(3)図形の面積比は変換によって不変.

これらの性質から，

帯状領域に配置した円群にアフィン変換をほどこせば，

同じ充填率で帯状領域に配置した楕円群が得られる

ことがわかる(図 7 ). 

こうして得られた精円の帯状領域への充填では，充填

されている楕円の長軸はすべて同ーの方向，すなわち基

線 g の法線方向を向いている.各楕円の長軸がさまざま

な方向を向いているような充棋は，アフィン変換では求

めることはできない.そのような任意の充填は多種多様

であり，そのすべてを考察するのは，困難である.また

そのような構円について考察する場合にも，まずその評

価の基準として，軸が一方向を向いた楕円の充填を考え

ることは不可欠で，避けて通れないものと考えられる.

よってここで‘は，アフィン変換て‘求められる，楕円の長

軸がすべて同一方向を向いているような配置の中で，さ

しあたってそれ以上高い充填率が得られないようなもの

を求め，それを優良解として提示することにする.

さてここで，幅z の帯状領域における単位円の配置が

与えられ，これが充場率dを持つものとしよう.これに

対して帯と角。をなすような法線を持つ直線 g によって

倍率』のアフィン変換をほどこせば，

中高x'=À' x ・号旦1
Sln (J 

(7) 

tanF=�-tano 

116 (46) 

図 7 蜂の巣配置のアフィン変換 え= 1. 5 {)=60
o 

の帯状領域において，

短軸の長さ =2x 1 (8) 

長軸の長さ =2xÀ め

の楕円を充撲率dで配置したものが得られる.いま，長

車由の長さを固定して考えよう.すなわち短軸=2x \，長

軸=2xÀの楕円の充填問題である.このような楕円の充

墳は，アフィン変換において倍率を A に保ちさえすれば

異なる O についても得られるので， 。を変化させれば，

いろいろな幅の帯状領域に対する充蝶が得られる.式(7)

からわかるように，その帯の幅どの値は

x;玉 x' ~三 Àx (1助

の範囲の債をとりうる.すなわち幅z の帯状領域におけ

る充模率d の円の配置が得られれば，これから，式闘で

与えられるような範囲の幅を持つ帯状領域における短軸

オベレーションズ・リサーチ
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



充填率

小
花
同
明
宇

-X 情状領域的悩

図 8

這重量三

2 3 4 5 6 8 9 10 k 

x=2+(k-J).J3" 
2x 1 ，長戦 2x.< の楕円の充填率d の配

置が得られることになる.

言い換えれば，充填率図上，点P で

表わされるような円の配置が可能ならば，図 8 に示すよ

うに，これを始点とする線分 PP'上の点のすべてに対応

図 S 楕円の充填率図(.<=1. 2) 

する幅の帯への楕円 (2X 1, 2x え)の配置が可能になる.

このことを用いれば，円に関する優良充填図を変換し

て楕円のそれを作成することができる.

こうして帯の幅と充填率との関係を示

したのが，図 9-図11の充填率図である.

特に倍率 A が大きければ，あらゆる幅で

円の最密充填と同じ充模率での充填が可

能であることがわかる.図中で，太線で

示したのが，帯状領域における楕円の優

良充填率である.

例題

以上の考察から，帯状領域の幅〆と楕

円の形(具体的にはアフィン変換の倍率

.<)が与えられた時に，優良充撲を求め

る手順を例題によって示せば次のように

なる.

幅ど=6 の帯状領域に，長軸1. 4，短

軸 1 の楕円を，円の蜂の巣配置と同じ充

填率で充填する，と L 、う問題を例に説明

しよう.

まず，倍率'<=1. 4 でアフィン変換して

幅が 6 となるような“もとの"帯幅 z を

求めねばならない.式酬より，

x~五 6 孟 1. 4.x (11) 

であるから z の取り得る値は，

・ 6;;五 x;玉 6 i12) 
1.4 

である.この範囲で，単位円を充填した

場合に，充模率が最も高くなるような帯

(47) 117 
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図10 楕円の充績率図(.<=1. 4) 
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図 11 楕円の充填率図 ('<=2.0)
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状領域の幅z は，

x=2+2・、/す=5.4641 … (1司

である(図 12). 式(7)に x)x' ， À:の値を代

入すれば，

6=1. 4 ・(2+(2+ 2 ・ "'3い号旦Z
Sln u 

守=-.!一・ tan 0 (141 
1.4 

となる.これを満たすような帯と基線 g

の法線がなす角度。の値は， 35.30 であ

る.

幅 2+2 ・ゾ互の帯状領域で成立する円

の蜂の巣配置を，直線 E を基線として，

(J =35.30，倍率 À =1. 4でアフィン変換

して得られたのが，図 13に示したような，

光jðl+

" 
ぺE

傾 6 の帯状領域における楕円の充填である.この配置は，

円の蜂の巣充填，すなわち帯状領域における円の優良充

填と同じ充填率をもっ配置であり，これよりも大きい充

填率を示す楕円の充填を求める方法は，今のところ知ら

れていない.よってここではこうして得られた配置を，

優良充撲と認めることにする.

4. まとめ一一本研究の立場

辰後にまとめとして，本研究の，板取り問題の研究中

における立場について述べておきたい.

板取りの問題へのアプローチは大きく分けて 2 つの流

れに集約される. 1 つは背から行なわれている経験的方

法によるアプロ一千で，実物に型紙をあてる，あるいは

模型上でこの操作を行ない，試行錯誤により合理的な切

り取り方を人闘が視察により求めるとし、う方法である.

この伝統はコンビュータの発達とともに CAD (Comｭ

puter Aided Design) として発展，今に至っている.

もう一方は純粋に数理的方法によるアプローチであり，

図13 アフィン変換による楕円の充煩

ﾀ=1.4 0=33.5 

118 (48) 

どこ 2 十 (k-l)...1了

図 12 x がとり得る範囲(斜線部)

その草分けとなったのは， 1961年， 1963年， 1965年に，

OPERATIONAL RESEARCH 誌に掲載された Gil­

more , P.C. & R.E. Gomory の論文 [3J ， [4J , [5J で

ある. 1965年の論文では次元の板取り問題から発展

して，より高次元の問題についても，線型計画法の問題

としてアプローチがなされている.

経験的方法は，人間の高度に発達した図形認識能力を

基礎としており，個々の問題の解決にはきわめて有力で

あるが，得られた配置の最適性の確認に問題がある.ま

た，数理的方法は切り取るものの形，材質など多くの条

件によって制約がされており，その制約条件の難しさか

ら，どんな問題でも解けると L 、うわけにはL 、かない，と

いうのが現状である.現実にはなかば理論，なかば経験

Jこもとついて， さらに良い方法を求めて研究がなされて

いる.

板取り問題がこのように工学的に取り扱われる一方，

さらに基礎的な数学の分野でも，平面における充棋や被

妥の問題を扱った幾何学的方法もある. Fejes Toth r配

置の問題J [IJ では，さまざまなタイプの充填・被覆の

問題が述べられている.また， M.C. エッシャーの描い

た，同ーのパターンが画面全体を覆うという絵は，充模

問題の一例として， 数学者の興味をひいてきた. r美の

幾何学J [6Jでは，エッシャーの絵のほか紋ーl や繰り

~R し文様，寄せ木細工なとについて，それらにあらわれ

る対称性に関する考察がなされている.

このように，実用・理論両面においてこの問題はひろ

〈取り扱われている.しかし，これは工学と数学との融

仰という点から見るとまだ十分とは言えず，これらをつ

匂ぐような研究に欠けており，いわば計算幾何学的方法
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によるアプローチが必要だというのが，筆者の見解であ

る.まだ研究すべきことは山積しているが， とりあえず

の結果を示して批判をあおぐべく敢えて発表する次第で

ある.

[3J Gìlmore , P. C. & R. E. Gomory: “ A Linear 

Programm�g Approach to the Cutting・Stock

Problem九 Opns. Res. Vo1.9 (196 1), pp.849-859. 

[4J Gilmore , P. C. & R. E. Gomory: “A L�ear 

Programming Approach to the Cutting Stock 

Problem-Part II ヘ Opns. Res. Vol. II ( 1963) , pp. 

863-888. 
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