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1. はじめに

たとえば生産組み立てライン，コンピュータシステム，

情報通信ネットワーク等のように，世の中に存在するシ

ステムには，待ち行列がネットワーク状に構成されたシ

ステムとしてそデル化できるものが多い.これらのシス

テムの効率的な設計および運用を検討するときには，適

当な待ち行列ネットワークモデルを考察することにな

る.しかし，一般に待ち行列ネットワークの性能評価を

解析的に行なうことは困難であり，シミュレーションに

よりシステムの解析が行なわれることが多い.

原理的にシミュレ}ションによる解析はコストと時間

さえかければ，所望の誤差水準内で行なうことができ

る.最も単純な方法としては，同様なシミュレーション

・ヲンを独立に複数回行なうことによって，各種性能指

標の推定および信頼区間を求めればよい.しかしシステ

ムのパラメトリックな分析を行なう場合にはこのような

やり方は余りに多くの時間とコストがかかる.そのため

多くの場合，シミュレーション結果を得るためになんら

かの工夫を行なう.たとえば再生点を利用したシミュレ

ーション [19J，各種の分散減少法[12J等が挙げられよう.

本稿ではそのような工夫のうち，とくに連続的パラメ

ータのパラメトリック分析に有効な Infinitesimal

Perturbation Analysis (IP A)について紹介する.IPA

とは Y. C. Ho , X.R. Cao らによって提案され，現在

急速に普及しつつあるパラメトリックなシミュレーショ

ン技法である [8， 9， 11 ， 15 ， 17 ， 25， 26J. IPA で‘は，シス

テム・パラメータに対する性能評価基準の感度分析を，

その値の推定と同時に 1 回のランで行なってしまう.一

般にこのような感度分析を単に力ずくで行なうと，パタ

メータの数をNとして合計N+1回のランが必要となる!
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またIPAで構成された感度情報(推定量)は，単純な推定

量よりはるかに分散が少ない.このためIPAを利用する

と， システム設計作業等を大幅に効率化で・きる.

以下，本稿では次のような項目について解説する. 2. 

ではIPAの手続きについて，具体例をとおして説明する.

3. ではIPAで得られた推定量の性質について検討する.

4. では現在までに開発された各種のIPAアルゴリズムを

概説する. 5. ではIPAの改良形，ならびにそのほかの効

率的な感度分析法について紹介する.最後に8. で本稿で

解説した内容について要約する.

2. 1 PAとは

はじめに巡回型待ち行列ネットワークを例にとり，

IPAについて説明しよう [9J. 図 1 に示すようなN個の・/

GI/1/K 型待ち行列から構成される巡回型待ち行列ネッ

トワークを想定する.なお各ステーションでの待ち室は

有限であり，ステーション j でのサービスが終了しでも

ステーション j+1 の待ち室が一杯であれば，そのジョ

プはステーション j のサーパーを占有し続ける(プロダ

クション型ブロッキング).このときステーション 1 での

スループット(単位時間あたりのジョプ処理数)J を最大

化するよう，各サーパーの平均サービス時間 5j (l~i~玉

N) を設定するのが目的である.すなわち ， T'n(討をこ

のシステムが適当な初期状態(=再生点，存在を仮定)

から出発してステーション l で n 個のジョブを終了する

までに要する時間とすれば，

max J (5) =E {limη→∞n/T'n (5)} 

(2.1) =limn吟∞n/T'n (5 ， ω) ， w. p. 1. 

=E {M, (5)}/E {T1 (5)}. 

ステ ション 1 ステーション N

「fpE 王F母1
図 1 巡回型待ち行列ネットワーク
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ただし S=(S1o … ， SN) とし ， T , (s) リム (S)) はこの

システムが再びその再生点に行き着くまでに要する時間

(ステーション l でのジョブ処理数)を表わす.また全体

のサービス処理能力には，次のような資源制約があるも

のとする.

(2.2) Ei=1o Nai Si=C, Si:;?;O, 1 壬 j;豆N.

一般に J(S) の値は各ステーションでのサービス時間

分布，待ち室容量等に複雑に依存しており，陽にその形

を示すことは困難である.したがって (2.1)を (2.2) のも

とで最適化するには， J(s) のシステム・パラメータに

対する偏微係数 ôJ (s)/ÔSj を何らかの方法で推定する

必要がある.

最も単純な方法としては Sj と Sj+L1s j の 2 つのパラ

メータ値に対しシミュレーションを行なL 、，その差分に

より偏徴係数を推定する方法である.すなわち

L1J( s) / L1s j 

=[J(S+ L1Sj ) ーJ(S)J/L1Sj

(2.3) =limn->∞n;T'n(s+ L1Sj ， w') 

-limη→∞n/T'n(s ， ω) ， W. p. 1. 

により，偏徴係数 ôJ(S)/ÔSj を推定する.この場合

(2.4) ôJ(s)/ÔSj=lim4SJ司oL1J(s) / L1s j , 

が成立するので，漸近的に推定量の一致性が満たされる.

しかしこのような方法により感度分析を行なう場合，合

計N+1 回のランが必要となり効率的な推定法とはL 、え

ない.

そこで (2.1)から，次のようなサンプルパスごとの偏微

係数について考えよう.

。J(S， ω )/ÔSj

(2.5) 会 limn->"，ô[n/T'n (s ， 叩)J/ÔSj 

=ー limn→∞[n/T'n2(S， 曲 )J ・ [ôT1n (s ， ω )/ÔSj]. 

ここで仮に

(2.6) ôJ(s)/ÔSj=Û(s ， ω )/ÔS 1> w. p. 1. 

が成立すれば， (2.5)によって推定される偏徴係数をもと

に (2.1)の最適化を考えることができる. (2.6)の成立条

件は後に3. で検討することとして，以降では (2.5)の計算

法について述べる.

(2.8) ôT1n (s ， 曲 )/ÔSj

=E位，[Ô俳句/ÔSjkJ ・ [Sjk(Sj， 仙 )/ÔSjJ

となる.したがってシステム・パラメータ 5 に対する J

の儒徴係数を計算するには，次の 2 点が問題となる.

i) システム・パラメータの変化が，どのようにサーピ

ス時間の実現値に影響を与えるか?

日)サービス時間の実現値の変化が，最終的にどの程度

T'n(s ， ω)に影響を与えるか?

i)の Sjk(Sj， ω )/ÔSjの計算法がパタベーション生成ル

ールであり，誼)の ôT'm(s ， ω )/ÔSj (l~玉m嘉久 1~五 j;亘 N)

の帰納的な計算法がパタベーション伝達ルーんと呼ばれ

る.

はじめにパタページョン生成ルールについて説明する

[24, 26J. ステーション j でのサービス時間分布を， Fj 

(X;Sj)( ただし平均サービス時聞はむ)とする.このとき

Sjkは， [O， IJ上の一様分布にしたがう確率変数Ujkによ
って

(2.9) SJk=Fj-'(Ujk;Sj) , 

と与えられる.ただし Fj-'(U;Sj) =inf{x;Fj(x;s j) 註

U} とする.よって

� jk/ﾔSj 

(2.1O)=� j-'(Ujk;Sj)/ﾔSj 

=ー[ÔFj(SjkばJ)/� jJ/[� j(S jk;S j )/� JkJ , 

により，サービス時間の実現値に対するシステム・パラ

メータの影響を計算できる.

次にパタベーション伝達 J~ ールについて考える.さき

に述べた巡回型待ち行列ネットワークの十ンフ。ルパスの

構成手続き仇は，次のような 3 つの基本的な処理の繰り

返しに帰着できる.

Si.k Si.k+l -・・・ステーション i

• 
ステーション i+1

Si+l.m-l • NI Si+l.m • Si+1.ØI+1 

図2.1

Si.k-l Si.k FO Si.k+l ・・・・
ステーション i

まずT1n (s ， 曲)が，どのように構成されているか考えて ステーンョン i+l
••• 

Si+l.m-l • S î+ l.m • S i+l.m+l • 
みよう.ステーション i での k 番目のジョブのサービス

時間の実現値を ， Sik(Si ， 削) (ただし平均+ーピス時間は

stl とする.このとき T1n (s ， ω)は，あるサンプルパスの

構成手続き仇によって

(2.7) T1n (s ， 仙)=仇( (Sik(Sj， ω ) :1~i孟N， kミ 1})

と表わせ，

1990 年 2 月号

Si.k-l 
ステーション i

ステーション itl

国2.2

Si.k Si. k+l ・・・・

•• 

• Si+l.m • Si+l.m+l • 

図 2.3
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i)あるステーションでのサービス終了後に，次のステー

ションが空である場合(No Input;NI):そのジョブを次

のステーショ γに移動させ，(待ち室にジョブがあれば)

次のジョプのサービスを行なう.また同時に次のステー

ションでのサーピスを開始させる. (図2. 1)

ü)あるステーションでのサービス終了時に，次のステー

ションの待ち室が一杯の場合(Full Output;FO): 次の

ステーションでサービス中のジョブがサービスを終了す

るまで，そのジョブをサーパーで待避させる.そしてサ

ービス終了時に，直ちにジョブを移動させる. (図2.2)

iii)あるステーションでの+ーピス終了後に次のステー

ションの待ち室に空きがあり，かっそこでサービス中の

ジョブがある場合:そのジョブを次のステーションに移

動させ(待ち室にジョブがあれば)次のジョブのサービス

を行なう. (図2.3)

この基本処理において，サービス時間の実現値が微小

変動した場合に，十ンプルパス上の各ジョプの+ーピス

開始時点がどのように変化し伝達されてゆくか考えてみ

よ.うまずi)の場合には，ステーション i+ 1 でのん+hm

-1終了までの微小変動は，引き続く NI の存在によって

消去されてしまう.そして Si+hm のサーピス開始以降の

変動は，ステーション i でのSj ， k終了までの微小変動を

引き継ぐことになる.すなわち

(2. 11) òAj, k+1/ﾒS j•òAj, d� j (j'向) , 
ÒAj'k+dòSj• òAj, dòSj+òSj, k/ÒSj , 

および

(2.12) òAi+1, m/òsj• òAj, k+1/ﾒS j ・

ただ l- Ajk は，ステーション g での h 番目のジョブの

サーピス開始時点を表わすものとする.次に ii )の場合に

は，ステーション i で、のSj， k終了までの微小変動が，引

き続く FO存在によって消去されてしまう.そしてSj. k 

+1のサービス開始以降の変動は，ステーション i + 1 で
のあ+10 摘のサービス開始時点の微小変動を引き継ぐこ

とになる.すなわち

(2. 13) òAj, k+1/ﾒS j • òA j+b m/ÒSj・

最後五こ i日)の場合には，ステーション z でのふ， k終了ま

℃の微小変動が，そのまま Sj ， k +1 のサーピス開始時点、の

微小変動へと引き継がれる.よって (2.11 )と同様な処理

を考えればよい.

以上のぞ続きから明らかなように，パタベーション生

成ルールおよびパタベーション伝達ルールを実行すれ

ば回のランにより各システム・パラメータに対する

偏徴係数を推定できる.なおIPAのための追加的処理は
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シミュレージョン全体の手間から考えればそれほど問題

にはならい量である.

3. 1 PAにもとづく推定量の性質

ここではIPAにもとづく偏微係数の推定量が，不偏性，

一致性，最小分散性といった基本的な性質を有している

かどうか考察する.システム評価基準としては次のクラ

スを想定する.

(3.1) J(O)=E{L(O,m. 

ただし 0=(010 … ， ON) は対象とする確率システムの操

作可能なパラメータ，と=(ι … ， ~n)ERη (n孟∞)は再生

点の問のシステムの不確実な事象を表わす n 個の独立な

確率変数の組である.なお2. で考察した評価関数J(S)は

このようなクラスの評価関数をもとに構成されており，

一般にこのクラスの評価関数について考察しておけば十

分といえる.

2. で示したように，パタベーションアナリシスではJ

に対する偏徴係数の推定量を，サンフ。ルごとの偏徴係数

により構成する.ここで

(3.2) �(O)/�j=� {L(O , m/�j 

=E{òL(O, ~)/ÒO j }, 

が成立するものと仮定しよう.このときm再生点て、のパ

タベーションの平均

(3.3) òJ餌(O)/òOj=[L;k=1o m� (0, ~k )/� j]/m, 
は ， òJ(O)/òOj の不偏推定量になっている.すなわち

(3.4) E {� m(O)/òOj}=òJ(O)/òOj, m註1.

さらに {ÒL(O， ~k)/ÒOj: k~l} は独立で同ーの分布に

したがう確率変数列(i.i. d) となるので，大数の弱法則

カミら

(3.5) � m(O)/� jP• òJ(O)/òOj, m→∞. 

が成立し，一致性も満たされる.

次に最小分散性について考える . L(O，~)は，任意の 8

に対してfの各要素ごとに単調な関数であるとしよう.こ

のとき Gal[10] らによって示された共通乱数 (Common

Random Number)の性質から，

Var{[L(O+LlO j，~) -L(O, ~)J/LlO j} 

(3.6) 話 Var{[L(O+ LlOj， 甲 )-L(O， ~)J/LlOj}

LlOj>O, 
が成立する.ただし守=(恥…，仇)ERn は， ~と向ーの

分布にしたがう任意の n 個の確率変数の組である.この

結果

(3. 7) Var{òL(O ， ~)/òOj} 

= Var{ lim4,j->o[L(0+ LlO 1>~) -L(O, ~)J/LlO j} 
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=limJej• o Var{[L (tJ+.:18j，~) ーL(8， ~)J/.:18j}< ∞，

が成立するならば，任意の òJ(8)/ò8Jに対する不偏推定

量の中で， 8L(8 ， ~)/ò8j にもとづく偏徴係数の推定量が

最小分散性を持つことがわかる[4J. 

以上により，パタベーションアナリシスによる感度情

報の妥当性は，仮定(3. 2) , (3. 7)が成立するか否かにあ

るといえよう.以降では (3. 2) , (3. 7)の成立条件につい

て検討する.

L( 8+.:18j，~)をめについて 1 次までテーラー展開する

と，

(3.8) L( 8+.:18j，~) 

=L(8，~) +[òL(8, ~)/ò8jJ ・ .:18j+0(8，.:18j，~)

と近似できる.ただしL(8，~)は連続で，。について 2 階

微分可能と仮定する.よって

(3. 9) limJeJ~o E{0(8 ,.:18 j, ~)/.:18 j} =0, 

(3.10) limJej~oE{[0(8，.:18j，~)/.d8jJ2}=0 ， 

が， (3.2) および (3. 7)が成立するための必要十分条件と

なる.ここでO( ・)の定義より，

(3.11) limJej~oO(8 ，.:18j ，~)/.:18j=0， w. p.1. 

よってルベーグの有界収束定理から，

ヨ K>O， ヨ.:18/>0，

(3.12) s.t.lo (8 ，.:181>~)/.:18jl<K， w.p.1 , 

for V 1.:18jl E(0,.:18/) , 

が満たされれば(3.9)および (3.10)が成立する. Cao[IJ 

はこの十分条件を満たす関数L (8，~)を，一様微分可能と

定義した.しかし (3.12)は単に (3.9) ((3.10))が成立す

るには強すきF る条件であり，実際には次の条件を満たせ

ば十分といえる.

ヨ確率変数K， s. t. E{K} <∞(E{K2}< ∞)，ヨ.:18/>0，

(3.12) s. t.lo(8，.:18j ， ~(ω))/.:18j l <K(曲)， w.p.1 ，

for V 1.:18jl E(0,.:18l). 

一般に条件(3.13)を，ある確率システムについて検証

することは容易で、はない.特に~=(れ h;'l のような無

限点列によってLが構成されている場合，この点、は大き

な問題となる [6 ， 26]. なおたとえL(8，~)が連続でなくて

も，不連続点のジャンプサイズが(3.9)のような条件を満

たせば，やはり (3.2)が成立する [1 ， 23J.

IPA アルゴリズムについて

IPAの適用法(アルゴリズム)は，具体的にどのような

確率システムを考えるかに大きく依存している.しかも

これらのアルゴリズムで構成した推定量が条件 (3.2) を

満たしているか否かは，各モデルごとに考察する必要が

1990 年 2 月号

ある.このためIPAを適用するアルゴリズムは，各待ち

行列システムごとに開発されているのが現状である.そ

こで本節では，現在までにどのようなタイプのシステム

とその評価基準並びに操作可能なパラメーターに対し，

IPAアルゴリズムが開発されているかを簡単に紹介す

る.

4.1 G 1 /G 1 ハ型待ち行列[26J

Suri and Zazanis[26Jは， GI/GI/1 型待ち行列の平

均系内滞在時間に対するIPAアルゴリズムを与えた.ま

た到着分布およびザーピス分布の操作パラメータが満た

すべき条件を示している.特に M/G/1 型待ち行列にお

いては， IPAによって得られた偏徴係数の推定量が，不

偏性・一致性を満たすことが証明されている.

4.2 巡回型待ち行列ネ.~トワーク [9J

Cao and Ho[9Jは，プロッキングを伴う巡回型行列ネ

ットワークのスループットに対するIPAアルゴリズム

を与えた.操作パラメータとしては，各+ーパーの平均

サービス時間を想定している.なお，ある固定されたジョ

プ数 n(<∞)にもとづくスループット ( =E{n/T1n(s) }, 

ただし T1n は2. で定義したとおり)については， IPAに

よって得られた偏徴係数の推定量が不備性を満たすこと

が証明されている.ただしこのようなスループットの定

義では ， n/T1n(s ， 凶)を得るための l 回のランで再生点を

利用することができず，多少の問題が残ろう.

4.3 閉鎖型待ち行列ネヴトワーク [2 ， 3 ， 5 ， 6 ， 7 ， 8 ， 15, 

17, 18J 

IPAにおいて現在までに最もよく研究されたモデル

が，閉鎖型待ち行列ネットワークであろう.モデルとし

ては複数のジョブ種があり，一般的な・/GI/1/K/FCFS

待ち行列から構成され，-tTーパーのブロッキングによる

閉塞を認めた一般的なルーティング・ルールの待ち行列

ネットワークまで研究されている [17J. またシステム評

価基準としては，(ジョブ種ごとの)スループット[3， 15，

17J ，各ステーションでの平均滞在時間 [8J 等が取り扱わ

れている.さらに操作可能なパラメータとしては，平均

サービス時間のほかルーティング確率[18Jについても検

討されている.このようにIPAアルゴリズムに関しては

かなり一般的なものが開発されているといえよう.

一方， IPAアルゴリズムによって得られる推定量の理

論的な性質については，次の結果が得られている(ただ

しいずれの場合も，平均サーピス時間をパラメータとす

るにまず 1 ジョブ種の・/M/1/K/FCFS型待ち行列から

成る閉鎖型ネットワークのスループットに関しては，た
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とえプロッキングが存在しでも一致性が満たされること

が証明されている [2 ， 7 ， 15]. しかし複数ジョブ種の場合

には，ある条件が成立しない限り一致性は保証されない

[3 ， 5J. また 1 ジョプ種で・/GI/I/∞/FCFS 型待ち行列

から成る閉鎖型ネットワーク(プロッキングは生じない

! )のスループットに関しては，ある固定されたジョブ

数n(<∞)にもとづくスループット (4.2 と同じもの)に

ついて， IPAによる推定量が不偏性を満たすことが証明

されている [6J (なお [6Jではサービス時間分布が指数分

布に限定されているが，この点に関しては容易に一般化

できる).

4.4 開放裂待ち行列ネ.~トワーク [8 ， 19J

開放型の待ち行列ネットワークについては，なぜか

IPAの研究成果はほとんど発表されていない.なおIPA

アルゴリズムとしては Cao and Ho [8J によって， 1 ジ

ョブ種の・/GI/I/K/FCFS 型待ち行列から成る開紋型

ネットワークの平均ネットワーク内滞在時間に関するも

のが与えられている.また Caoらと同様なアルゴリズム

にもとづくシミュレーション実験の結果が，倉本[19J ら

によって報告されている.

4.5 出生死滅過程 (M/M/m/k型待ち行列)[IIJ 

M/M/m/k 型待ち行列については解析的に評価でき，

IPAを適用する必要はないと考えられよう.しかし理論

的見地から，このモデルについて非常に興味深い結果が

得られている. M/M/m/k型待ち行列につL 、て，その空

き率π。(=1 一利用率)をシステム評価基準としよう.この

とき到着率ん(ただし j は系内ジョフe数)についての感度

街。/ôんを，単純に IPAを適用して推定すると不偏推定

量が得られない.しかしGlasserman[IIJは，元々のM/

M/m/k 型待ち行列をそれと等価な巡回型待ち行列ネッ

クワークとみなしてIPAを適用すれば，この問題が回避

できることを示した.これはIPAを適用する場合，どの

ような確率モデルの表現を想定するかによって IPA の

有効性が左右されることを示している.

4. B Discrete Event Dynamic System(DEDS,[25J) 

IPAの考え方は，待ち行列システムに限らずより一般

的な離散型確率システムに適用できるはずである.この

観点、から Suri[25Jは， IPA が適用可能となるDEDS と

あるクラスの評価関数ならびにパタベーションを定義

し，一般的なIPAアルゴリズムを与えている.

84 (14) 

5. 1 PAの改良形ならびにその他の感

度分析法

IPAで'LI:，サンプールパスごとのシステム評価基準が，

パラメータの変化に応じ連続的に摂動可能と想定してい

る.しかしブロッキングを伴うモデルや複数ジョブ種を

想定した場合，サンフ・ルごとのシステム評価基準はパラ

メータ変化に対し不連続となる [3 ， 8 ， 13 ， 15 ， 16 ， 17J. した

がってこのようなモデルの感度情報を推定するには，こ

の不連続な変化をなんらかの方法により考慮しなくては

ならない.ここではこのような試みのうち，代表的な方

法を 3 つ紹介する.

5. 1 Finite Perturbation Analysis( FP A , [3, 8, 16J) 

FPA[16Jでは， IPAで想定されていたサンアールパスの

微小変動が，ある有限の大きさをとるものとした場合の

パタベーション伝達Jレールを考える.ただしサンプルパ

スの摂動としてはあくまで局所的な l 次近似を考え

回のランをもとにして偏微係数を推定する.

具体的には， IPAで想定した NI(次のステーションが

空の場合)， FO (次のステーションの待ち室が一杯の場

合)に加え， PNI(Potential N. I.;次のステーションの

ジョブ数が 1) および PFO(Potential F. 0.;次のステー

ションの待ち室が 1 つしか空いていなL 、)も考慮して，サ

ンフ.ルが有限大の摂動をした場合のパタベーション伝達

を行なっていく.なおパタベーション伝達ルールの詳細

に関しては， [16Jを参照されたい.

一般にサンプルごとのシステム評価基準がパラメータ

の微小変化に対して不連続に変化する場合， IPAによる

偏徴係数の推定値よりも FPA によるものの方が経験的

によい近似値を与える [3 ， 8 ， 16J. しかし FPA による推

定量が一致性等の性質を有するか否かは，ごく限られた

モデル [3Jを除き未だ証明されていない.

5. 2 Smoothed Infinitesimal Perturbation Analｭ

ysis (SIP A , [13J) 

IPAではサンフ" IL.- ごとの性能評価基準L (O ， ç) の平均

化をまったく考えずに，直接サンプルごとの偏微係数ôL

(O ， ç)jôOjから性能評価基準J(O)についての偏微係数ôJ

(O)/ôOjを推定した.しかしL(O ， ç) が不連続的に変化す

る場合，平均ジャンプサイズ如何によってはこの推定量

では偏りが生じてしまう.そこで SIPA[13Jでは， L(O, 

ç)がスムーズな連続関数となるまで条件付き期待値をと

り，条件付き期待値ごとの偏徴係数 ôE {L(O， ç)1 守}/ôOj
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、'-

から性能評価基準 J( fJ)についての偏微係数òJ( fJ )jòfJjを

推定する.ただし守=(守h …，守m)はキャラクタリゼーシ

ヨンと呼ばれ，守についての条件付き期待値L( fJ， 守 )=E

{L( fJ,.;) I りが計算でき，かつL( fJ， 守)が O について連続

で・かつ甲のサンプルごとに微分可能となるようにうまく

選ばれた不確実事象の部分集合で・ある.すなわち

òJ( fJ )jòfJ j=òE{E{L( fJ,.;) I 守}}j�fJ j 

(5.1) =E{òE{L( fJ，.;) I 甲}jòfJj} 

=E{aL(fJ， 甲 )jòfJ j }, 

される条件(3， 13) よりもはるかに弱い.これはIPAによ

る推定量に偏りがあるような場合でも，依然SFAでは不

偏推定量となりうることを示している[4J. しかし不確実

事象の次元数 n が大きくなるにつれて， SFAによる推定

量の分散は発散する傾向にある.したがってIPA と SFA

の選択は，考察する確率モデルに依存して決定されるも

のといえよう.

6. まとめ

が成立するように，キャラクタリゼーション守は選ばれ 本稿では， IPAを中心として I 凹のシミュレーション

る.このような甲さえ構成できれば，あとはL( fJ， 引を守 ・ランにより各システムパラメータに対する偏徴係数を

のサンプルごとのシステム評価基準とみなして，通常の 推定する方法について解説した.条件(3.13) の下では，

IPAを実行すればよいわけである IPAによる推定量は，不偏性，一致性ならびに最小分散

Gong and HO[13J には，いくつかの待ち行列システ

ムについて，守の選定法ならびにSIPAによる推定値の不

偏性・一致性が成立する例が示されている.一般にこの

守を見つけるのは，簡単なことではない.また守の構成

法によっては，条件付き期待値 L( fJ，r;) の計算や守のサ

ンプルの生成法が難しくなることがある.

5. 3 Seore Funetion Appr叫eh (SFA , [4, 21 , 22J) 

IPAでは 1 回のランによって，各システム・パラメー

タについての感度情報を同時に得ることができた.この

ような l つのサンプルパスによる感度分析法は，じつは

IPA以外にも様々な方法が考えられる. Rubinstein[21 , 

22Jは同ーのサンプルパスから異なるパラメータに対応

するシステム評価基準を得るのに，サンプルパスではな

く確率狽u度をパラメータの微小変動に応じ変化させるこ

とを提案している.すなわちパラメータ O の下でのとε

Rnlこ対する確率密度関数を f( fJ，.;) とすると，

。J( fJ )/òfJj

(5.2) =ò[fRnL(.;)f( fJ, .;)d.;JjòfJ j 

=fRn[L(.;)òf( fJ， と )/ò8jJd.;

=E{L( と )òln (f (8 ， .;))/òfJj }，

が成立する.ただしL( ・)は直接0 には依存せず，.;によ

って評価されるものとする.また偏微分と積分は交換可

能と仮定する.この結果シミュレーション時にòln (f (8 ，

.;) )/�fJ j を記録しておけば， IPA と同様回のランに

より各システム・パラメータに対する感度情報が得られ

ることになる.ここで偏微分と積分が交換可能となるた

めには，

(5.3) fRn[L(.;)�j2 (8 , .;)/òfJ iJ d.;< ∞， 

が成立すればよい.

一般に条件(5.3) は， IPAが不偏性を有するために要求

1990 年 2 月号

性といった推定量が持つべき性質を兼ね備えたものとな

る.したがってこの条件が満たされる限り， IPAは非常

に望ましい感度分析法といえよう.しかし複数ジョブ種

もしくはプロッキングが存在する場合には，パラメータ

の微小変動に対し，必ずしもシステム評価基準が連続に

は変化しない.このような場合IPAによる推定量は偏り

を持ち， IPAを利用してシステム設計等を行なうと誤っ

た決定をしてしまう恐れがある.この対策としてFPA ，SI

PA ，SFA といったL 、くつかの改良法が提案されている.

なお本稿ではIPAによってし、かに偏徴係数の推定量を

構成するかを中心に説明し，求めた偏徴係数を用いてと

のように最適化を行なうかについては説明を割愛させて

いただいた. これらについては[19 ， 22Jを参照されたい.

Referenees 

[ 1 J X. R. Cao( 1985) ,“Convergence of Parameter 

Sensitivity Estimates in a Stochastic Experiｭ

ment ," IEEE Tr. Auto. Con. , 30 , 845-853. 

[2 J X. R. Cao( 1987),“Realization Probability in 

Closed Jackson Queueing Networks and Its 

Application ," Ads. Appl. Prob. , 19, 708-738. 

[ 3 J X. R. Cao (1 987),“First-Order Perturbation 

Analysis of a Simple Multi-Class Finite Source 

Queue ," Perf. Eval., 7, 31-41. 

[4J X.R. Cao(1987),“Sensitivity Estimates Based 

on One Realization of a Stochastic System ," J. 

Stat. Comp. Sim. , 27, 21 ト232.

[5 J X. R_ Cao( 1988),“Realization Probability in 

Multi-Class Closed Queueing Networks ," Euro. 

J. Ope. Res. , 36, 393-401. 

(15) 85 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



[6 J X. R. Cao (1988) ,“A Sample Performance 

Function of Closed Queueing Networks ," Ope. 

Res. , 36, 128-136. 

[7 J X.R. Cao( 1989) ,“Calculation of Sensitivities 

and Realization Probabilities in Closed Queueｭ

ing Networks with Finite Buffer Capacities ," 

Ads. Appl. Prob. , 21 , 18ト206.

[8J X. R. Cao and Y.C. Ho (1987),“Estimating 

the Sojourn Time Sensitivity in Queueing 

Networks Using Perturbation Analysis ," J.Opt. 

Th. Appl., 40, 559-582. 

[9JX.R.Cao andY.C.Ho (1 987). “ Sensitivity 

Analysis and Optimization of Throughput in a 

Production Line with Blocking," IEEE Tr. 
Auto Con. , 32. 959-967. 
[IOJ S.Gal, R. Y. Rubinstein and A. Ziv (1984) , 

“On the Optimality and Efficiency of Common 

Random Numbers ," Math. Com. Sim. , 26, 502-

512. 

[11J P. Glasserman (1 988),“Infinitesimal 

Perturbation Analysis of a Birth and Death 

Process ," Ope. Res. Let. , 7, 43-49. 

[12J P. W. Glynn and D. L. Iglehart (1988) , 
“ Simulation Methods for Queues:an Overview ," 
Que. Sys. , 3, 221-256. 

[13J W. B. Gong and Y. C. Ho( 1987),“Smoothed 

(Conditional) Perturbation Analysis of Discrete 

Event Dynamical Systems ," IEEE Tr. Auto. 

Con. , 32, 858-866. 

[14J Y. C. Ho (1987),“Performance Evaluation 

and Perturbation Analysis of Discrete Event 

Dynamic Systems ," IEEE Tr. Auto. Con. , 32. , 

563-572. 

[15J Y.C. Ho and X.R. Cao (1983) ,“Perturbation 

Analysis and Optimization of Queueing 

Networks ," J. Opt. Th. App l., 40, 559-582. 

[16J Y.C. Ho , X.R. Cao and C.Cassandras( 1983) , 
“ Infinitesimal and Finite Perturbation Analysis 

for Queueing Networks ," Automatica , 19, 439-

445. 

[17J Y. C. Ho , R. Suri , X. R. Cao , G. W. Diehl , 

]. W. Dille and M. Zazanis (1 984),“Optimiza­

tion of Large Multiclass (Non-Productform) 

88 (16) 

Queueing Networks Using Perturbation 

Analysis ," Lar. Sca. Sys. , 7, 165-180. 

=18J Y.C. Ho and X.R. Cao (1985) ,“Performance 

Sensitivity to Routing Changes in Queueing 

Networks and Flexible Manufacturing System 

Using Perturbation Analysis. IEEE J. Rob. 

Auto. , 1, 165-172. 

=19J 倉本剛，森雅夫，白川浩(1989),“Perturbation 

Analysis を用いた待ち行列の最適化手法に関する実

験" Tokyo Institute of Technology, Tech. 
Rep. J・ 8.

=20J M. Meketon and P. Heidelberger (1982) , 
“ A Renewal Theoretic Approach to Bias 

Reduction in Regenerative Simulations ," Man. 

Sci., 28, 173-181. 

[21J R.Y. Rubinstein( 1986) ,“The Score Function 

Approach for Sensitivity Analysis of Computer 

Simulation Models ," Math. Com. Sim. , 28, 351 

-379. 

[22J R. Y. Rubinstein (1986) , Monte Carlo 

Optimization , Simulation and Sensitivity of 

Queueing Networks , John Wiley & Sons. 

[23J R. Y. Rubinstein (1988),“Convergence of 

Perturbation Analysis Estimates for Disconｭ

tinuous Sample Functions:A General Approach , 

Ads. Appl. Prob. , 20, 59-78. 

=24J R. Suri( 1983) ,“Implementation of Sensitivity 

Calculations on a Monte Carlo Experiment ," 

J. Opt. Th. App l., 625-630. 

=25J R. Suri (1987),“ Infinitesimal Perturbation 

Analysis for General Discrete Event Systems ," 
]. A. C. M. , 34, 686-717. 

~26J R. Suri and M. A. Zazanis( 1988) ,“Perturba­

tion Analysis Gives Consistent Sensitivity 

Estimates for the M/G/l Queue ," Man. Sci. , 

34, 39-64. 

オベレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




