
出力結果の解析

伏見正則
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1. はじめに

“ LP , PERT，シミュレーション"カ~OR ワーカー

愛用の 3 大道具といわれたのは大分前のことであった.

現在では，どのような道具(手法)がベスト・スリーか

は知らないが，それでもこの 3 つがあいかわらずよく使

われていることは間違いないであろう.しかし，このう

ち前の 2 っとシミュレ}ションでは，道具としての性格

がずい分異なる.すなわち，前の 2 つは，モデルの構造

が明確で， ソフトウェアも完備しており，データさえ集

めれば，容易に解が得られ，その解釈についても，特に

疑義が生ずることは少ないであろう.それに対して，シ

ミュレーションで、は，まずモデルを構築し，予備的実験

を繰り返す等，試行錯誤によってその妥当性を検証する

ところから始めなければならない.モデんができ上がっ

たら，本格的実験を行なって解が得られることになるが，

この解についても，またよく吟味してみる必要がある.

たとえば，多くのシミュレーションでは，乱数を使って，

確率的変動が内在するシステムの解析を行なうので，得

られた解は，得られる可能性のある解の集団のうちのい

くつかに過ぎない.したがって，そのことを念頭におい

て解を吟味し，適確な最終的判断を下さなければならな

い.このようなわけで，シミュレーションのプロセスは

ORの教科書に書いてある実践的ORの手順そのもので

あるともいえよう.したがって，これについて一般的議

論を展開することはほとんど不可能である.本稿では，

複雑なシステムの混雑現象の解析(待ち行列のシミュレ

ーション)のような場面を念頭において，シミュレーシ

ヨンの最終的段階，すなわち，得られた解の吟味・解析

法をめぐる話題について述べる.ただし，取り上げる手

法はごく一般的なものなので，適用できるのは待ち行列

のシミュレーションに限られるわけではない.なお，議

論の数学的厳密性は無視していることをお断りするとと

ふしみまさのり 東京大学工学部計数工学科

干 113 文京区本郷 7-3-1

76 (6) 

平
均
待
ち
時
間
口
〆-/

() トラフィック術皮 ρ

図 1 シミュレーション結果のまずい表示法

もに，逆瀬川 [4J が同様の話題を扱っているので，参

考にされることをお勧めする.

4. 線には幅がある

“線には幅がなL 、"というのが初等幾何学の常識であ

るが，シミュレーションによって得られた線には幅があ

ることを認識することが，結果を吟味する上できわめて

重要である.

図 1 は，あるシステムの混雑現象をシミュレーション

によって解析した学生 S君が卒業論文の発表会で示した

図である.すぐにT先生から質問が出た. I トラフイツ

ク密度が大きい方が平均待ち時間が小さくなっていると

ころがあるが， そのからくりを説明したまえ.J S 君答

えていわく「それは，乱数が悪いのです」

確かに，一般に使われている乱数発生ルーチンの中に

は，あまり性質の良くないものも多いことは事実である.

しかし，いまの例では，乱数が悪いというよりは S 君

の実験のやり方や図の描き方の方が悪いというべきであ

ろう.各トラフィック密度 (p) に対してシミュレーシ

ョンを 1 回行なっただけで‘結論を出そうというのは無理

である.それは，サイコロを 1 回だけ振って 5 の目が出

たのを見てこの+イコロは 5 の目が出やすいJ とい

う“結論"を出す無謀さに似ていると言えよう.

それでは，シミュレーションは何回繰り返したらよい

か? これに対しては，もちろん一般的な答えはない.

問題の性質や，結果に対して要求される精度による.結
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が，それは通常不可能であるから，その分

布の平均値 μ，分散σ2，あるいはパーセン

ト点(たとえば， F(w) ミ 0.9 を満たす最小

のWは，この分布の上側10パーセント点と

呼ばれる)などを推定する.

分布の平均値(母平均)μは，サンプル

の算術平均

←標本の最大値

←標本の第3四分位数

←標本の中央依

←標本の第1四分位数
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によって推定するのがふつうである.また

a2 はサンプルの不偏分散

←根本の最小値
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S2=万tTJE(民-W)2戸~
によって推定する.W および S2 はそれぞ

れ μ， a2 の不偏推定量である.μ の推定に

“幅をつける"ときには，ふつうW±2-L、IN

とする.これはW-2方豆 μ却+2~誌であると結論
を下しでも，ほぼまちがし、がないことを意味する. (なか

にはW土方を採る人もいて， sl州あるいはお/仰

は iつの数値として書かれているので大変に紛らわしい.

注意する必要がある. )もっと正確に言えば次のとおり

である . Wn が正規分布からのランダムサンプルならば，

W一μ

sl .,lN 
は自由度が Nー 1 の t 分布をする.したがってこの t 分

布の上側 100a パーセント点を九(N- I) と書くことにす

れば

トラフィック密度p

箱ひげ図図 3

。
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シミュレーションを 3 回繰り返した結果

論を出すまでの時日や計算料金によって制約されること

もあろう.しかし“最低 3 回は繰り返す"ことにするの

がよいであろう. そうすれば大きめの値， 中くらいの

値，小さめの値の 3 つ (t 、わゆる松竹梅の 3 点セット)

が得られ，バラツキ具合に対してごく大ざっぱな見当を

つけることができる.なお，この場合 3 回のシミュレー

ションでそれぞれ図 2 ( a )のし 2， 3 のような結果が得

られたとしても，このような図は描かないで，たとえば

図 2 (b)のようにした方がよいことは説明するまでもな

いであろう.かくして“幅のある線"が得られることに

トラフィック密度p
。

図 2
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なる.

得られた“線の幅"が所望の精度に比べて大きすぎる

場合には，シミュレーションの回数をもっと増やす必要

がある.この場合には，得られた結果を，いわゆる箱ひ

げ図(図 3 )によって示すことが推奨されている.
が成り立つ. t.(Nー 1) の値は統計数値表に載っている

が，よく使われる a=O. 025( 1-2a=0. 95) の場合には，

N~20 ならばほぼ 2 に等しい.前記の sl .，lN の係数 2

は，このような意味を持っている.そして，区間W士 2

方は， μ に対する(近似的に) 95%の信頼区間である
と言われる.

Wn が正規分布以外の分布からのランダムサンプルで

あっても ， Nが20程度以上であれば，中心極限定理のお

蔭で以上の議論は近似的に成り立つ.しかし，ランダム

サンプルでない場合には，以上の議論は成り立たない.

ランダムサンプルであることを保証するためには，良い

乱数列を使い，しかも乱数列の同じ部分を使わないよう
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統計的推測

箱ひげ図を描くことによって，各 p に対して平均待ち

時聞がだいたいどのくらいの値をとるかはわかるが，も

っと定量的な評価をする必要があれば，統計的推測法を

使うことになる.その概要は次のとおりである.特定の

p について，シミュレーションによって得られた平均待

ち時聞を Wt，… ， WN とする.これらは，ある未知の分

布 F(叩)からのランダムサンプルと考えられる.この+

ンフ。ルから，未知の分布の形が完全にわかればうれしい
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データは定常状態からの+γ プルで(注 1 )，その平均

値は μ，分散はすに共分散は Cov[V" Vj+kJ=R(k) す

なわち添字の差のみに依存する.

ここで， R(k)=R(-k) , R(O)=t'2 であり ， p (k)=: 

R(k)jR(O) は自己相関係数と呼ばれるものである.

平均値 μは，相関の有無にかかわらず，十ンプルの平

均値

V=去五VJ

によって推定できる.しかし推定量としてのVの分散は

相関のない場合の値 r:2jM とは異なり次のようになる.

にすることが必要である.

ときにはポの推定にも“幅をつける"必要があるかも

しれない . W" が正規分布をしている場合には S2 の分布

法則がわかっている(すなわち s2j，σZ が自由度 N-I の

カイ 2 乗分布をする)ので，それをもとにして σ2 に対す

る信頼区聞を構成することができる.しかしこの方法は

“正規分布"とし、う仮定がくずれると破綻をきたすので

次の方法(ジャックナイフ法)が推奨されている.

N個のデータ Wt. … ， WN の中から t 番目のデータ

W， を除いたものについて， その平均値 Wω および不

偏分散 S2 を計算する:

Var[VJ=:古Var[か]

=赤{Avar町]+2EF叩/c，vJJ}

=長{1+2玄(1-走)p(k)

W(tl=: 

この操作を i=I ， … ， N について行ない，

Z， =NS2ー (Nー l)sw2

を計算する . Zt が σ2 の不偏推定を与えることは容易に

わかる.次に， Zl，' ・ '， ZN の平均 Z と不偏分散 S2 を計

算する:

さらに

そして，ふつうは前述のように p(k)>O であるから ， V

のパラツキは相関のない場合より大きいことになる.逆

にデータの不偏分散 S2 の期待値を計算してみると，

町内=:E[去(VrV)2]/(Mー1)

=E[ゑ(V内)2-M(V一川I(Mー1)
=:{Mr:2-MVar[VJ}j(M-I) 

'J 厄(-11 ~、、

=r:2P-MごIJZ(1ー古)p(kJf

)
 

1
 

(
 

となり S2 は r:2 を過小評価する傾向がある事がわかる.

なお (1)式の{ }内は+ンプル数M が大きい場合には

このとき，

z一σ2
五万万

は近似的に自由度が Nー 1 の t 分布をするので， σ2 に対

する近似的な信頼区間を次のようにして構成することが

できる.

PrjZ-ta(N-I) ~~孟σ2孟Z+ta(N-I)三ιi
l- " .. lJir- "..,INJ 

同 1-2α

供品主(Z， -Z)2Z=7b2zz, 

(2) 

にほぼ等しい.この値は数十程度の大きさになることも

まれではない.そして相関のない場合にN個のサンプル

によって得られる推定精度と同じ精度の推定をしようと

すれば，ほぽM=cN!固のサンフ.ノLをとることが必要と

なる.

c=I+21:; p(k)= 1:; p(k) 
.t=1 .t=-oo 

通常の場合， (1)式の{ }内の値，あるいはその近似

値である (2) 式の c の値は不明であるから，何らかの手

段によってそれ，あるいは Var[VJ，を推定する必要が

ある.このためにいろいろな方法が提案されている ([4J)

が，ここではまずパッチ法と呼ばれるものにについて述

べる.

データ Vt， … ， VM を相続く m 個ずつまとめてひと組

(パッチ)にして，各パッチでの平均値を計算する:

前節では，同ーの分布からのランダムサン 7'ル(独立

な観測値)にもとづく統計的推測法について述べたが，

シミュレーションでは，独立でないデータが得られ，そ

れにもとづいて推測を行なわなければならないことも多

い.たとえば，図 1 で S 君が求めた平均待ち時間はどの

ようにして計算したものであろうか? これにはいくつ

かの可能性が考えられるが，おそらくある時間内にシス

テムから退去した客の待ち時間 Vt. … ， VM の総計をその

人数で割って求めたものであろうと推定される.ところ

で，ある客の待ち時間が長ければ，次の客の待ち時間も

長いことが多いであろうから ， Vt， … ， VM が互いに独立

であると仮定して統計的推測を行なうのは無理である.

そこで，データの聞に次の相関構造を仮定しよう:

独立でないデータにもとづく推測4, 
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m 

Bt '=iす五VCt-llmゅ 1説話K

ただし， M=mK であるものとする m が大きけれ

ば， Bh 一 ， BK の相関はもとの系列の相関よりも弱いと

考えられるので，その不偏分散

K 
SB

2= K乞ïÆ(Bt一 B)2

は， ，，21m に対する比較的よい推定量であると考えられ

る.したがって， SB2/K は Var[BJ=Var[VJ に対する

比較的よい推定量である.ふつうは， Kは20-30程度に

とり，またmは， k孟m ではp(k)がほぼ 0 と見なせる程

度に大きくとる.この場合には，中心極限定理により，

Bh … ， BK はほぼ正規分布をするものと見なせるから，

t 分布を使って μ に対する信頼区間を構成することがで

きる.すなわち

Eーら(K-I)与も孟 μ 孟B+ta(K-I)三ι
、/X~ r ~- '-a ,-- ., v'X 

が近似的に信頼度 100( 1-2a)%の信頼区間となる.

次に， Var[VJ を推定するためのもうひとつの方法と

して，時系列のスベクトル解析法を利用する方法を簡単

に紹介しておこう.

~2 ∞ 

f(ω)=ず7rkf~ p(k) cos kω 

は，データ Vh V2 ， …を生み出している確率過程のスベ

クトル密度関数と呼ばれているものである.これと( 2 ) 

式の c との聞には

ct，2=2π f(O) 

と L 、う関係がある. したがって，サンフ・ル数Mが大きけ

れば， (1)式から

Var[門店街f(O)IM

と L 、う近似式が得られ， f(O) がわかれば Var[VJ がわ

かることになる.スベクトル密度の推定のしかたについ

ては，いろいろな提案と問題点がある([2 J)が，ここで

は自己回帰モデル (AR モデル)を利用する方法につい

て簡単に述べる.

データがρ 次の自己回帰過程 AR(P)

p 

Vjーμ=互 a!l Vj_ 1ーμ )+ε1> sj-N(い，2 ) 

からの十ンプルであると見なせるものとする.この場合

tこは.，

f(ω) 一 FL一一， i= ゾコ
2π11- ~ al e-l!"12 
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であることがわかっているので，

Var [VJ:::: 仇

M(付1 一zα的1)戸2 

となる.1-たがって，統計解析用ソフトウェア等を使っ

て ah … ， <<p ， σ♂を推定することにより， Var[VJ を推

定することができる.

5. あとがき

本稿で取り上げた話題，なかでも独立でないデータの

解析法については，現在さまざまな研究が行なわれてい

るが，まだ決定的な方法はないように恩われる.ひとつ

の参考にしていただければよいと思う.最後に，パデュ

一大学のB. Schmeiser 教授からいろいろな資料や情報

を提供していただいたことを記して感謝したい.

(注 1 ) シミュレーションの初期の段階で得られるデー

タは，定常状態からの+ンプルとは見なせないことが多

いので，これを捨てる等の措置が必要である.この問題

については [4J を参照されたい.
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