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1. はじめに

われわれが多数決という決め方を問題とする場合，多

数の意思によって集団の決定を行なうことの是非を論じ

ることが普通であり. I多数決が多数の意思を反映して

いる J ということに対しては疑いはしない.だが決定過

程において，全員が偽りの表明をしているとしたら，多

数決が多数の意思を反映しているとし、う前提自身が崩れ

ることになる.

決められた形にしたがって自分の意思を表明し，あら

かじめ決められたルールにしたがって決定を行なうよう

な「決定ノレール」についての研究が Arrow を先駆者

として今世紀半ばより目ざましい発展をとげてきた. I何

を望ましい社会選択と考えるべきかj

しかしこのような決定ノレールの研究においては，各個

人は皆正直に自分の意思を表明するものと仮定し，分析

されていた.なぜなら個人の行動を扱うのに適切な理論

的枠組みが存在しなかったからである.しかし本来は各

個人は必ずしも正直に自分の意思を表明するとは限らな

い.したがって「ある決定ルールにおいて，個人は自分

の意思を正直に表明するだろうか? J ということはかね

てから問題となってきた.

データ理論という人間行動を扱う理論が登場し，発展

をとげるにしたがい，この問題を扱う道具だても整備さ

れてきた.そして Farquarson[ 4 J. Vickrey[ IOJ の先

駆的な取り組みを経て. Gibbard[ 5 J. Satterthwaitell 

Hurwicz[ 6 J がこの間いに対し基本的なモデルを与え，

同時にある種の不可能性を証明した.彼らのモデルは一

般的な形でまとめられて，社会選択理論の一分野として

重要なトピックとなった.これが本小論で扱う決定ルー

ルの「実行可能性問題(implementation problem) J で

ある.
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2. 戦略的操作の例

個人が自己に有利なように，本来の意思を偽って表明

することを戦略的操作という.ここではまずこの戦略的

操作の例を見てみよう.

例 1 )順位評点法 (Borda 方式)における例

順位評点、法とは，代替案が k 個の時に，各個人が最も

好むものからl順番に kー 1 点… 0 点と点数をつけてゆき，

各代替案の合計点数が最も高いものを当選としようとい

う投票方法である.

さて，いまある大学のサークルで自分たちのマドンナ

を決める投票が行なわれるとしよう.サークルの人数は

20人，マドンナ候補は a. b. c. d の 4 人にしぼられ，

投票は順位評点、法で行なうことになったとする.

マドンナ選びに熱心なA君.このA君の代替案(マド

ンナ候補)に対する選好(マドンナを好きな順序)は a.

b. c. d の順序であったとしよう.

さてA君はいろいろと聞き回って，この代替案に対し

てA君以外の 19人がどの案に何点、入れるかの情報を得た

としよう.

A君以外の 19人の投票結果:

a … 30点 b "， 32点 c ・・ 27点 d ...25点

さてここでA君が正直に投票したとすると

A君の正直な投票:

a … 3 点 b … 2 点 c … l 点 d … 0 点

正直な投票の結果:

a …33点 b … 34点 c …28点 d … 25点

よって b がマドンナとなる.

しかしここでA肴が偽って投票したとすると，

A君の選好を偽った投票:

a … 3 点 b … 0 点 c … 2 点 d … l 点

偽った投票の結果:

a …33点 b ...32点 c …29点、 d …26点

よって a ヵ:マドンナとなる.

この場合，実際に選ばれた結果は.A君の自分を有利
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にしようとする行動のために，本来選ばれるべき結果と

異なっている.

例 2 )費量売の例

X さんが自分では 100 ドルの価値を持つ品物を競売に

かけるとする.競売は自分がその品物を買い取る値段を

紙に書いて，いちばん高い値の人に(その値で)溶札す

る方法をとる.いま， A さんは320 ドル， B さんは300 ド

ルでこの品物を買っても良いと考えているとしよう.こ

こで各自は実際に売買された額と自分の持っている価値

との差額を利益と考えているとする.また売買しなかっ

た人の利益は 0 ドルと考える.買い手は安く入札する

と，落札したときの利益は高いがそのぶん落札できるチ

ャンスは減る.

ここでA さんは 280 ドル以上で入札する人はいないと

みて280 ドルと入札した.一方B さんは290 ドルと入札し

た.結果としてはB さんが 290 ドルで落札する.

この場合，選択ルールを設計するのは，売り手のX さ

んであり x さんにとって望ましいのはより高く品物が

売れることである.しかしここで「社会的に望ましい」

という状態として，全員の「利益の合計J を評価として

みよう.

上述の例jでは各個人の利益は

x さん: 290 ドルー 100 ドル =90 ドル

A さん: 0 ドル

B さん: 300 ドルー290 ドル =10 ドル

よって利益の合計は200 ドルとなる.

利益の合計を最大にする取り引きは x さんと A さん

が t ドル (300孟 t ;;;320) で品物を取り引きした時で、あ

る.利益の合計は

x さん t ドルー 100 ドル

A さん: 320 ドルー t ドル

B さん: 0 ドル

で220 ドルとなる.

このような取り引きを社会的に望ましい状態と考える

と，望ましい取り引きとは

「品物に対して一番高い価値を持った人が，買い手

の品物に対する二番目に高い価値と一番高い価値との

問の価格で取り引きを行なう J ……(川

ような代替案が選択されることである.上述の例はこれ

が満たされていない.
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3. 実行可能性問題

以上のような決定ルールの戦略的操作に関するモデル

はつにまとめることができる.以下にそれを示す.

まずモデルを構成する要因は，個人と代替案である.

個人を N={I ， … ， n} 代替案を A={a， b， c ， …}で、表わ

す.ここで代替案とは，最終的に決定するすべての異な

った状態を表わす.例 1 ではマドンナが代替案である.

例 2 では(落札者，落札価格)の組が代替案となる.た

とえば， (A さん， 290 ドル)などが 1 つの代替案であ

る.

個人はこの代替案に関して好みの順序を持っていると

考えられる.この順序を選好と呼ぶ.個人 i の取り得る

選好の集合を Ri としよう. f11J 1 では a， b， c ， d， b, c, a , d 

などが Ri の 1 つの要素となる.数学的に定義するなら

ばRけまA上の二項関係AxAの部分集合の集合であり，

どのような部分集合になるかはモデルによって定められ

る.ここでR=Rt X … xRn とする.個人 i の選好をRー
とし R=(RtoooRn) とする.ここで(a ， b)ERi ならば i

は a を b より好むを表わすと考える2)

n 人の本来の選好の組Rから望ましい代替案を選択す

るルールをここでは「社会的選択ルール J と呼ぼう.例

1 では，順位評点法で選ぼうというのが全体の意思であ

り，これが社会的選択ルールであると考えられる.例 2

では， (*)を満たす代替案の集合を選択するルールと考

えられる.このように，社会的選択ルールというものを

代替案を 1 つ選ぶのか，代替案の集合を選ぶのかを考え

ることで問題が変わるが，ここでは，代替案の集合を選

ぶものとして考える.社会的選択ルーんをJ:R→タ(A)

として定義する o (ここでタ(A)は A のべき集合を表わ

す)

「実際の決定ルール J は，個人の意思を表明する部分

と，そこから代替案を選択するルールの 2 つからなる.

たとえば例 1 では，各マドンナに対する点数づけが意思

表明の部分で，最高得点、の候補を選ぶというのが選択ノレ

ールとなる.例 2 では，入札が意思表明の部分で，最高

値の人とその値段で取り引きをするというのが選択ルー

ルとなる.

この「実際の決定ルールj は l つの代替案を選ぶもの

と考える.各個人がその決定ルールにおいて可能な意思

表明の集合を S， 個人 t の意思表明を Si で表わす n 人

の表明された意思から 1 つの代替案を選択するルールを

π :Sη→A とする o r実際の決定ルール」を与えるとい
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うことは (S， π) を与えることであるが， π を与えること

が同時に定義域である Sをも与えることになるので「実

際の決定ルールJ を与えるとは r を与えることであると

考える 11: の集合を日で表わす.

個人が自分の選好，他人の選好，与えられた決定ルー

ル π をもとにいかに行動し意思表明を行なうかを「個人

の行動J と呼ぼう. r個人の行動J は n 人の選好と決定

ルールが決まると n 人の意思表明の組の集合が決まって

くる関数と考えられる.

個人の行動を E:DxR→タ(Sn) とする.

個人の行動E としてどのような概念を用いるべきかが

まさにゲーム理論の興味に相当している点だといえよ

う.各個人は自分に有利な結果を導くように表明を行な

うので意思表明はゲーム理論の個人の戦略(strategy) で、

ある.よって以下意思表明と同義で戦略としづ言葉を用

L 、ることもある.

代替案A，個人の集合N， 個人のもつ選好の集合の積

民社会的選択ルールf ， 個人の行動Eが与えられた時

に，各個人が Ri の中のどんな選好Riをもったとしても，

個人がEに従った行動をした結果選ばれる代替案が， f

の選ぶ代替案と一致するような実際の決定ルール π が存

在するかどうかをその社会的選択ノレール fの実行可能性

と呼ぶ.このときの，r は社会的選択ルールと同じでなく

てもよい.例 l で、言えば社会的選択ルールとして順位評

点法を考えたとしても，まったく別の実際の決定ルール

を用いて順位評点法と同じ結果を導き出しでもよいわけ

だ.

定義 3.1 (fの実行可能性)

[N, A , R , EJ が与えられているとする.

このときfに対してある πED が存在して

VRER π(E(π， R)) ε f(R) 

を満たすとき，このfは実行可能であるという.

実行可能性問題を図にすると図 1 のようになる.実行

可能性問題とは与えられたfの実行可能性を問うばかり

ではなく，どのような性質を持つfが実行可能かを採る

問題も含む.次にこのE として支配戦略均衡を用いた場

合について言及する.

4. 支配戦略均衡における実行可能性

与えられた決定ノレール π において，ある選好 Ri を持

った個人 i にとって，他人がどんな意思表明をしたとし

ても自分が不利にはならないような表明があれば，その

ような表明をハま行なうだろう.このような他人の戦略

590 (18) 

社会的選択ルー Jレ

f 

個人の行動

E (Jr, R) 実際の決定1レー Jレ

z 

図 1 実行可能性問題

には依存せす.自分を常に有利にするような戦略を i の

(その π， Rj での)支配戦略 (dominant strategy) と呼

ぶ.

定義 4.1 支E戦略

(π， Ri が与えられたとき)以下を満たす個人 i の

戦略 Si を個人 i の (π， R) における支配戦略と呼ぶ.

V LiESn-1 V S'tES 

(π (Si ， 丸山 π(S't， Li))εRj 

ここで Li は S-i= (SI"' 'Si-1> S川…Sπ) を表わす.

この概念を個人の行動として考え支配戦略的均衡概念

Eを定義しよう.

定義 4.2 支配戦略均衡概念

次の個人の行動Eを支配戦略均衡概念と呼ぶ.

E(π， R)={(Sl…ら )IViEN，

Si は(π， R)における支配戦略}

この支配戦略均衡概念において実行可能となる社会的

選択ルールはどんなものがあるだろうか? ここで例 1

のような投票の状況を考えよう.すなわち社会選択ルー

ルは(代替案の集合ではなく) 1 つの代替案を選ぶもの

とし，次に個人は a， b， c ， d ， a， b ， d， c などあらゆる順序

で代替案を好む可能性があるとしよう.代替案に無差別

なものがあっても良いとする. (すなわち Ri を A上の弱

順序集合とする)

このとき支配戦略均衡概念において実行可能な社会的

選択Jレールは独裁的なものしかない.

定理 4. 1 Gibbard-Satterthwaite の定理

INI 詮;2 IAI 逗 3 とする.E は支配戦略的均衡概

念，任意の i について RjはA上の弱11憤序集合とする.

このような [N， A , R , EJ において fを単集合を選

ぶ社会的選択ルール (VRER If(R)I=I) とし，

どの代替案も少なくとも l つの選好で、選ばれることが

あるとすると，このようなfが実行可能である必要十

分条件はfが独裁的であることである.

ここで独裁的な社会的選択ルールとはある個人(独裁

者)が存在して，彼の一番好むものが他人の選好に関わ
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らず必ず選ばれるようなんールを言う.もちろん民主的

な決定ルールではこのようなことは望ましくない.

Gibbard[ 5 J, Satterthwaite[ 9 J の発表したこの定

理は Arrow の不可能性定理に続く社会選択論の第 2 の

不可能性定理といわれ，その後の実行可能性問題の基本

定理となっている.この定理と Arrow の不可能性定理

は互いに決定ルールの「単調性j と L 、う性質と深く関連

しており， Dasgupta, Hammond and Maskin [ 3 J, 

Moulin[ 8 J などにそれがきれいな形でまとめられてい

る.

さて，このような不可能性に対して，可能性を得るた

めに次のようなことが想定される.

① fの選ぶものを複数とする

② 個人の行動Eを違うものにする

③ π の選ぶものを複数とする

④ Rを制約する

ここで④について説明する.例 1 のような投票のモデ

ルでは Ri としてあらゆる順序を取り得るとしておかし

くなかった.しかしこの仮定はモデルによっては当ては

まらない.競売の例によってこれを説明しよう.

例 2 の競売の場合「各自は実際に売買された額と自分

の持っている価値との差額を利益と考えている.売買が

行なわれなかった場合，利益は 0 ドルと考えている j と

いう仮定から

(1) A さん以外の人が落札する案はすべて (A さん，

320 ドル)という案と無差別である.

(2) A さんが落札する 2 つの案 (A さん ， y ドル)と

(A さん z ドル)では y と z の小さい方をA さんは

好む.

ということが導き出される.例 1 のような投票ではマド

ンナ a， b, c, d に対してあらゆる順序をとるとしてもお

かしくはないが，例 2 のような競売では個人が品物に対

して持つ価値はどのような価値を持っても (A さん， 300 

ドル)， (A さん， 310 ドル)のような代替案に関しては，

Aさんならば前者の方を好むであろうし， B さんならば

無差別であろうとし、うわけだ.このように投票以外のモ

デルでは Ri としてはA上の弱11原序集合をすべてとりう

るわけて、はない.よってこの場合は支配戦略が存在する

競売ノL ーんがある可能性がある.

Vickrey [IOJ の提唱した second pricing rule はこ

れに相当する. second pricing rule とは最高値を入札

した人に 2 番目の高値で落札するノレールである.

17U2 でこのルールを適用するとどうなるだろうか.A

1989 年 11 月号

さんにとって自分の入札価格は落札価格に影響をおよぼ

さない.よってできるだけ高い価格で入札した方がよい.

ただし 330 ドルのように自分が品物に対して持つ価値で

ある 320 ドルをこえて入札すると 2 番目の人が325 ドル

でA さんに落札したときに， A さんの利得は -5 ドルの

ようにマイナスとなる.よってAさんは正直に 320 ドル

を入札することが他人の入札に関わらず有利な入札とな

る.同様にB さんは 300 ドルで入札し，結果はA さんに

300 ドルで落札する.

このように second pricing rule では常に自分の持

っている品物の価値を入札することが支配戦略になり，

社会的選択ルール(*)を支配戦略均衡で実行可能にして

いる S) second pricing rule を応用した有名な例とし

て，公共財と私有財の交換市場において，全員の効用の

和を最大にする公共財を選択する社会的選択ルールを実

行可能にする Groves メカニズムがある.

5. 実行可能性問題の現状と問題点

以上述べてきた結果は 1970 年代に得られた結果で‘あ

り， r ゲーム理論のフロンティア J という目的からは少

し離れてしまった.現在の研究の方向としては

① 「個人の行動」の所に支配戦略以外のゲーム理論

のさまざまな均衡解 (Nash 均衡，完全 Nash 均衡

など)を適用してみる.

② 投票型だけではなくさまざまな[状況l のモデル

に適用してみる. (上述の例では競売等が具体的な

「状況J に当たる. この他に交換市場， 契約問題な

ど)

③ さまざまな社会的選択ルールに対して適用してみ

る.またここにゲーム理論で得られたやや規範的な

解を考えてみる. (core , Shapley 値など)

などが組み合されて行なわれているといえよう.

しかしながら，実行可能性問題というすでに定式化し

た問題について，形式的にゲーム理論の解を当てはめる

のは非常に問題がある.最後に，これについて考えてみ

る.

まずf7lJ1を思いだしてみよう.ここでA君は全員の選

好を正確に把握したからこそ戦略的操作をすることがで

きた.しかし一般的には l 人だけが全員の選好情報を知

っているとし寸仮定はおかしい. (しかもA君以外の人

間は正直に投票している)

そこで全員がお互いの選好を完全に知っているという

状況を想定してみよう.この時には非協力ゲームの代表
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的な均衡解である Nash 均衡を適用して考えることがで

きる.しかしここで[各個人の選好が完全にわかってい

ると L、う社会において，各個人の意思をわざわざ表明さ

せる必要があるのかJ と L 、う矛盾が生じる.このような

状況は，ゲーム理論において人間行動を探るためには必

要な状況であるが，実行可能性と L、う問題を諮るために

は矛盾した想定である.

そう考えると，支配戦略均衡による実行可能性は確か

に意味がある.しかしながら，支配戦略均衡はかなり強

い制約であり，不可能な結果が生み出される可能性が大

きい.支配戦略均衡は「他人がどんな表明をしても j と

いう状況を想定しており，これによって保証される実行

可能性は十分であるが，必ずしも必要ではない.

このように考えた場合，実行可能性問題はいったし、何

が「問題」なのだろうか.実行可能性問題の研究は数多い

反商，このような問題について取り組んでいる論文は少

ないと思う.私の問題意識とは少々異なるが， Brams 

and Fishburn [2] , Blin and Satterthwaite [ 1 ], 

Matsusima [ 7 ]の論文は，このような問題を考える上

で参考となる研究である.
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注

(注 1) Gibbard , Satterthwaite が全く独立して発表

した定理として知られるこの論文において， Satter 

thwaite の論文は学位論文であり入手できないため，私

自身は参照していない.後の彼の [11J を参照した.

(注 2 ) たとえば a， b， c ， d と L 、う選好は

R;={(a, b) , (b , c) , (c , d) , (a , c) , (b , d) , (a， d)} と L 、

う Ri によって表わされる.

(注 3 ) この場合 f の選ぶものは複数であり，定理 4.1

の仮定と①，④の 2 つの部分が緩和されている.しかし

f 自身を r~ 、ちばん高い価値を持った人に 2 番目に高

い価値で売貿する J と L 、ぅ second pricing rule を考

えた場合，このfはやはり実行可能であり，この場合は

④のみの緩和であることがわかる.

〔オペレーションズ・リサーチ誌今後の特集予定〕

12月号次世代生産システム

1 月号企業のリストラクチュアリング

2 月号 シミュレーション(仮題)

3 月号通信とOR (仮題)

4 月号土木・建築のOR (仮題)

5 月号物流と OR (仮題)

6 月号 AI ・ OR ・ DS S (仮題)
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