
非ガクス型時系列モデリング
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1. まえがき

時間と共に不規則に変動する対象の観測値の系列が時

系列である.航空機や船舶の振動，工業生産プロセス，

地震や気象などの自然現象，経済活動などの観測によっ

て得られるデータの多くはこのような時系列と考えられ

る.このような一見不規則な変動の中に確率的な構造を

見いだすことにより，対象の理解を深めると共に，将来

の動きの予測や制御を実現しようとするのが時系列解析

の目的である.

時系列解析では 1970年代頃から時系列モテソレにもとづ

く時間領域での研究が活発に行なわれてきた.線形定常

な時系列に関しては自己回帰モデルや自己回帰移動平均

モデルにもとづく解析，予測，制御の方法が確立してお

り(赤池，中Jl I1972)，その後の研究は，非定常あるいは

非線形な時系列の解析が対象となってきた.

非定常モデルとしては Box司Jenkins の ARIMA モデ

ルがよく知られているが，このモデルは平均値がトリフ

トするような特殊な非定常性を表現したモデルにすぎな

い. 1979年になると赤池がベイズモデルの実用化に成功

し，これを契機に大規模なパラメータを用いて経済時系

列の季節調整法，地球潮汐の解析法，コーホート分析な

どさまざまなモデルが実用化された (Akaike 1979). 

ところで，時系列 h のモデルについて考えてみると，

ベイズモデルの多くが未知の状態 Zη を用いて，線形ガ

ウス型の状態空間モデル

xn=Fxη_ ， +Gvn 

Yn=Hxn+叫( 1 ) 

の形で表現できることがわかる (Harrison and Stevens 

1976, Anderson and Moore 1979). この状態空間表

現は時系列モデルとしてきわめて自然であることと，カ

ノレマンフィルタなどの効率的な計算法を利用できること
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から，時系列モデルの構成が自在に行なえるようになっ

た.典型的な応用例としては季節調整，時変スベクトル

の推定，信号抽出などがある.

このように，状態空間表現にもとづく時系列のモデリ

ングはきわめて便利であったが問題がないわけで司はなか

った.たとえば，確率構造が時間と共に変化する非定常

時系列ではその変化の仕方にはゆっくりした滑らかな変

化と急激な変化が混在することが多い.この場合，通常

の線形ガウス型のモデルでは急激な変化をうまく検出す

ることはむずかしいので，このような状況を適切に表現

する複雑なモデルを構成することが必要となる.また，

データにしばしば存在する異常値の影響を除去するため

には異常値の自動検出かロパスト推定の導入が必要とな

る.さらに，非線形性を含むシステムや離散過程なども

通常の状態空間モデルではうまく処理できない例であ

る.

これらの問題を解決する方策を考えてみよう.確率構

造の変化はパラメータの変化に対応するが，システム雑

音引に裾の重い分布を想定すると滑らかな変化とごく

小さな確率で生じる急激な変化の両方をうまく表現でき

る.同様に，異常値の処理のためにも観測雑音 Wn に加

の重い分布を用いれば良いことがわかる. また，システ

ムの非線形性が存在すると必然的に状態の分布は非ガウ

スとなる.このようにさまざまな問題を解決するために

は非ガウス性を取り扱うことが必須となる.以下では非

ガウス型状態空間モデルを利用した時系列モデルの構成

法を紹介する.

2. 非ガウス型状態空間毛デルと状態推

定

次のような条件付き分布で表わされた非ガウス型状態

空間モデルを考えることにする.

Zη-Q( ・ !Xn- ，)

仇 -R( ・ I X n ), ( 2 ) 

ただし， Yn は観測値， Xη は未知の状態ベクトルとす
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る.明らかに，この非ガウス型モデルは通常の線形ガウ

ス型状態空間モデルの拡張となっており，よく知られた

時系列モデルだけではなく非線形，非ガウス，離散モデ

ノレなども統一的に取り扱うことができる.初期ベクトル

Xo は，ある分布 p(xoIYo) にしたがうものとする.ま

た，観測値および状態の集合を Ym三{仇，… ， Ym} および

Xm三 {X" … ， Xm } と書くことにする.このとき，状態推

定の問題は p(xnl Ym ) ， すなわち情報 Ym のもとで状態

Xn の条件っき分布を求める問題である.たとえば， ト

レンドの推定のためにはトレンドを状態 Xn の一成分と

すれば良いように，時系列解析の多くの問題が状態推定

の問題として解くことができる.特に， n>m, n=m, 

n<m のとき， これらは予測，フィルタ，平滑化と呼ん

で区別される.

Kitagawa( 1987) には，この非ガウス型状態空間モデ

ルに対しでも，よく知られたカルマンフィルタと同様に

予測分布，ブイノレタ分布および平滑化分布が以下のよう

に逐次的に得られることが示されている.

一期先予測:

ρ(xnl 九-tl =~二ρ(Xη IXn-l)p(xn- t! Yn-1)dxn-l 
( 3 ) 

フィルター:

ρ(xnl Yn)= P(Ynl三ι三住斗五三L (4) 
ρ(YnI Yト1)

ただし ρ (Ynl Yn- 1 ) は f到 Ynl xη)ρ(Xπ1 Y，π→ )dxn によ

って求められる.

平滑化:

ρ(Xη IYN ) 

f国 ρ (xn+lI YN)ρ(xn +1 l xn)=ρ(Xnl Yn )\ ηHη dxη+1・( 5 ) 
J-∞ ρ(Xn+ t! Y:η) 

3. 非ガウス型毛デルの同定

われわれの考える非ガウス型モデんには，通常いくつ

かの未知パラメータが含まれる.パラメータ推定の統一

的かっ優れた方法として最尤法が知られているが，上記

の公式を利用すると次のように簡単に対数尤度を求める

ことができる.

l(O) =logρ(y" … ， YN) 

=去 logP(Ynl Yn-1). 

n:=l 
( 6 ) 

ここで ρ(yπ1 Y n-.) は (4)式で求められたものである.

したがって，この l(O) を目的関数とすることにより，数

値的最適化によって未知パラメータの最尤推定値 0 を求

めることができる.これにより，原理的には状態空間表

542 (30) 

現をもっ時系列壬テソレの一般的な推定法が与えられたこ

とになる.

また， \, 、くつかの時系列モデルが考えられる場合には，

それぞれのモデルの統計的あてはまりの悪さを

AIC=-2 max l(9H2( パラメータ数). ( 7) 

によって評価することができる.したがって ， AICの

小さな値をとるモデルを採用することによって，客観的

なモデル選択が実現できる.

4. 状態推定公式の数値的実現

以上のように非ガウス型のフィルタを用いることによ

り，広範な時系列モデルを統一的に取り扱うことができ

るようになるが，フィルタの公式を実際どのように計算

するかが残された問題である.

モデルが線形ガウス型の場合には，条件付き分布ρ(xnl

Yn-1 ) , p(xnl Yn ) および p(xnIYN ) はすべて正規分布

となるので平均と共分散行列だけを考慮すればよく，

(4)ー (6)式は通常のカルマンフィルタおよび固定区間ス

ムーザと等価になる.しかし，一般には状態の条件付き

分布P(xnIYm )は非ガウス分布となるのでこのような方

法は使えない.これらを何らかのガウス分布で近似する

方法としては拡張カルマンフィルタや 2 次フィルタなど

がよく知られているがし、ろいろな欠点が知られている.

本稿では，これらの分布を直接，数値的に近似する方

法を紹介する.近似の方法としては階段関数近似，折れ

線近似，より一般にはスプライン近似などが考えられる.

このとき，上玉えは数値計算を利用して実現することがで

きる.この方法は大規模な数値計算を必要とするので現

実的ではないと考えられてきたようであるが，計算機の

高速化によって，現在では少なくとも低次元の問題に関

しては，きわめて有力な方法である (Kitagawa 1987). 

また，数値計算の適用が現実的でないような高次元の

問題に対してはガウス分布の混合で近似するガウス和フ

ィルタを利用する方法がある (Anderson and Moore 

1979). この場合，各密度関数を

m 
ρ(zn)zAα師約(ら) (8 ) 

と正規分布 'Pi の和で近似すると，予測分布およびフィ

ルタ分布もガウス分布の和で表現できることがわかる.

したがって，それぞれのガウス分布の平均，共分散およ

び重み係数だけを求めれば良いことになるが，都合の良

いことにこれらは通常のカルマンフィルタを利用して求

めることができる.
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図 1 平均値関数がステップ状の変化を示す

デ- f;l Yn (Kitagawa 1987) 

5. 数値例

5.1 トレンドの推定

図 1 に示したデータのトレンド推定のために，次のよ

うな単純な状態空間モデルを考えることにする.

tn =ら_l+Vη

百η =tn+Wn・( 9 ) 

ただし，観測雑音叩η に対してはガウス分布を仮定す

るが，システム雑音引については，ガウス分布の場合

と，ガウス分布より裾の重いコーシ一分布

q(九)=一一一一，
“ π ( ，2+Vn2) ， 

の場合の 2 通りを考え比較してみることにする.

ガウスモデルの場合，最尤法で推定されたモテソレの

AICは 1503.03 であった.図 2 には， このモデノレによ

って得られたらの事後分布の平均および土 1 ， 2 ， 3 (標準

偏差)が示しである.この通常の推定法で得られたトレ

ンドはうねりが生じており，また図 l に明らかに見られ

るジャンプをうまく表現できていない.

一方，コーシ一分布を用いたモテールの場合は， AIC= 

1488.50となる.図 3 にはトレンド tn の事後分布が図示

しである.図 2 と図 3 を比較すると，コーシ一分布を用い

た推定値の方がはるかに滑らかな推定値が得られ，しか

もジャンプも自動的に検出できることがわかる . AIC 

の値からみても，この場合コーシーモデルの方があては

まりがよいことがわかる.

5.2 非ガウス型季節調整法

前項のトレンド推定の方法は経済時系列の季節調整に

1989 年 10 月号

4.0 

2.0 

-2.0 

図 2 ガウスモデルによって求めたトレンド

tn の事後分布 (Kitagawa 1987) 

拡張することができる. Kitagawa and Gersch (1984) 

には状態空間表現を利用して季節要因を含む時系列を

(時系列)=(トレンド)+(季節成分)+(ノイズ)

と分解できることが示されている.ただし，従来はシス

テム雑音円およびWnはガウス分布と仮定してきたが，

これらを非ガウス分布とすると今までとまったく異なる

結果が得られる (Kitagawa 1989). 

図 4 には日本の民間企業の在庫高増加の四半期データ

と非カウス型モデルによる季節調整の結果が示しであ

る.オイルショックに対応して 1973年一 1974年の前後に

トレンドと季節成分の急激な変化が検出されている.こ

の結果は，標準的な季節調整法ではトレンドおよび季節

成分は徐々に変化し，急激な変化は大きな残差に反映さ

4.0 

2.0 

一 2.0

.1.0 
0.0 100.0 200.0 300.0 400.0 :ï Oり O

図 3 非ガウスモデんによって求めたトレンドら

の事後分布 (Kitagawa 1987) 
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れるのと対照的である.

5.3 分布の非対称性および異常値の処理

現実に得られるデータには，その生成機構あ

るいはなんらかの変換の結果，非対称な分布を

しているものが多い.このようなデータに通常

のモデルを用いて最小二乗推定などを適用する

と，いちじるしく偏った結果が得られることに

なる.しかし，観測ノイズの分布が既知の場合

にはその分布形 r(w) を直接用いて平滑化を行

なうことによって良い結果が得られる.また，

観測値に異常値が合まれる場合にも ， r(w) に

裾の重いコーシ一分布などを用いることにより

ロバストな推定を自動的に実現することができ

る.

5.4 時変スペクトルの推定

スベクトル推定の有力な方法の l つとして自

己回帰モテーんなとeの時系列モテソレを利用する方

法が知られている.これは，自己回帰モデル
k 

Yn = L:. ai Yn-i十回旬・ ( 10) 

とスベクトル ρ(f) との間には

Pη(f)=， ・ • ~ σ--:r;;. ・・ fリ 0 ・ (11 ) 

という関係が成り立つことを利用するものであ

る.

そこで，時系列が非定常の場合には， (10)式

で係数 ai を時変係数 ain に変えた，時変自己回

帰モデルを推定すれば時変スベクトノL を推定で

きることになる.

しかしながら，この場合には各時刻でK個の

パラメータを持つことになり，明らかに通常の

方法では意味のある推定値を求めることはでき

ない.そこで，係数の時間的変化に対して，た

とえば

ain=ai ， n-l+Vη ( 12) 

のような制約モデルを導入すると( 10) と(1 2) の 2 つが状

態空間モデルで表現できる.したがって ， vn および Wη

が共にガウス分布に従うと仮定するとカルマンフィルタ

による状態推定によって時変係数内の推定が可能とな

る(北1111986) . ただし， このガウスモデルにもとづく

方法では，係数の滑らかな変化にはうまく対応できるが

ステップ状の急激な変化には特別な処理をしない限りう

まく対応できない.しかしこの場合にもシステム雑音

Vn に対してコーシ一分布のような非ガウス型モデルを

544 (32) 
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図 4 非ガウスモデルによる季節調整 (Kitagawa 1989) 

利用するとこのようなパラメータのジャンプも自動的に

検出できるようになる.図 5 ìこは，ある地震波形の時変

スベクトルを求めた例が示してある.

5. 5 難敵過程の平滑化

本稿で紹介した非ガウス型モデルは離散過程の平滑化

にも適用することができる.たとえば，東京で雨が降っ

た日を数年間にわたって記録したデータがあるとする.

このとき，各年の同じ月日には 2 項分布にしたがって同

じ確率で雨が降るがその確率九は時間 n とともに徐々

オベレーションズ・リサーチ
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図 5 地震波の時変スベクトル(北JII 1986) 

に変化するものと見なすと

qn=qη_I+Vη 

P(叫 Iq山)=(~~ )p::，n(I-Pn)い叱 (13) 
\ç"'n ノ

というモデルが考えられる.ただし， qn=log{Pn/(1-

Pn)} ， んは観測数 mnl主降雨回数， P(mnlqn ， ん)は

ん回の観測中 mη 回降雨がある確率である.ここで，第

1 式はシステム方程式，第 2 式は観測方程式に対応して

おり，それぞれ条件付き分布を与えるのでこのような離

散系列に対しでも本稿の方法が適用でき，データから時

間と共に変化する 2~確率を推定することができる.自

然科学や疫学などの多くの分野で 2 項分布あるいはポ

アソン分布に従うと考えられる観測系列があり，その変

動の解析が必要となることがある.各時点での観測数が

多い場合には正規近似が有効であるが，観測数が少ない

場合には離散分布を直接利用する方法の方が有利である

と考えられる.

5.6 非線形平滑化

非線形平滑化の例として次のような非線形モデルを考

えてみよう (Kitagawa 1987) : 

2号Xft ・X_=一三←Xn_l+一一--n-ユ.+8cos (1. 2n)+vη 
l' l+xn・2ー

1989 年 10 月号

20.0, Xn 

0.0 
信

号

-20.00 -
.0 25.0 50.0 75.0 100.0 

^IA.A.I~~ ， !!IA~~.. .1 
観

0.0 l' ~Ij ~ 'V V ~ ~ u V r v V ~ v '1 ~ ~ v ~ 
調IJ
イ直

-20.00 ・
.0 25.0 50.0 75.0 100.0 

事
後
分
布

0'0 

-20.0 
0.0 50.0 75.0 25.0 100.0 

図 S 信号 Xn ， 観測値hおよび非ガウスモデルで求

めた p(xnl YN )の事後分布(Kitagawa 1987) 

.，.・ 2

Yn= :~ +wn ・20 
(14) 

問題は信号 Xn を観測値 {Yn} から再現することである.

通常，このような場合には拡張カルマンフィルタなどの

非線形フィルタが利用されるが，この例の場合にはよい

結果は得られない.われわれの非ガウス型のフィルタお

よびスムーザを用いると図 S のように信号をよく再現す

ることができる.

6. まとめ

ヨドガウス型のモデルを用いることによって従来のモデ

ルでは困難であったさまざまな問題を解決することがで

きる.本稿では，非ガウス型の状態空間モデルを紹介し，

状態推定のためのフィルタおよびスムーザを示した.こ

の方法は数値積分などの数値計算を利用する方法なので

大量の計算を伴うが，低次元の問題については十分実用

的でありさまざまな応用が考えられる.
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