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1.はじめに

AHPて‘は，ウェイトを推定するのに，すべての要素

|勾の一対比較を行ない，“完全な"逆数行列の形をした一

対比較行列を作ってから，固有ベクトノレを求める方法が

広く使われている.このことは，ある階層レベル内に n

個の要素(目的あるいは代替案)があれば，意思決定者

は n(n-I)/2 の一対比較に答えなければならないこと

になり n が大きくなったり，階層レベルが増えると負

担は急激に増えることになる.またいくつかの一対比較

のなかには，直接答えにくいものや，“わからない"もの

もある.このような場合，全く自信なく答えるよりも，

スキップができればと考えるのは自然であろう.

最近， Harker[IJ は店長な一対比較のメリットを損

なわない程度に，いくつかの質問をパスしてできる“不

完全"な逆数行列にも固有値法が適用できるわかりやす

い方法を提案している.実は Harker は別の方法 [2J

も提案しているし，筆者ら [5J も同様のことを考えてき

た.ここでは， Harker の方法を，筆者らの解釈による

より簡単な方法で紹介する.

2. 不完全な逆数行列の固有値法

ある階層レベル内に n 個の要素があるとし，推定した

いウエイトを W=(w" 叩2，… ， Wη) とする.いま，要素

間の一対比較により逆数行列 A=(aij) が得られたとす

る.ここで aij は比率 wdWj の推定である.固有値訟

の特徴は Aからウェイト却を推定するとき，比率 Wd

叩J の直接の近似である aij だけでなく，間接的な近似

も同時に考慮していることである.

例 1) 逆数行列

At;;) 
において ， a12-叩1/W2， a23-w2Iw3 であるから a12 xa23-
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WdW2 X叩'2!w3 =W1/W3 となり ， a12 xa23=6 も比率四d

W3 の (長さ 2 のパスに沿った)間接的な近似である.

a13=aU xa13 であることに注意すれば，

(3 16/3 14� 

A2=(aijω)=17/4 3 81 

¥2/3 7/6 3) 

ただし， aijω= L: aik X aki> 
k=l ー

は長さ 2 のパスに沿ったすべての直接的，間接的な比率

の近似を含んでいる.

この例からわかるように，一般に A叫を考えれば，長

さ mのパスに沿ったすべてに近似を考慮していることに

なる.そこで Am の第 j 列ベクトルを正規化したもの

は，要素 j からみたウエイトベクトルとみることができ

る.実際，固有値法て-求めたゆ=(ゆけでは，すべての

j について，
n 

wi=Jim ai/隅>/L: ak/冊>， i=I , 2, …, n 
隅4ω k=l

が成り立つ[4]. 

さてこれからは，逆数行列のいくつかの要素がわから

ない場合を考えてみる.このような場合でも間接的な近

似を考慮できる固有値法が適用できるように工夫するこ

とができる.まず簡単な例をもとにして， Harker の方

法を紹介する.

例2) n=4 として，推定したいウェイトを W=(w"

W2 ， Wg， 叩， )とする. いま， 一対比較から，次のように

a12= 3, a24=2 , a32=6 だけが得られたとする.
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ここで，“一"の要素は“わからない"箇所を表わしてい

る.京;j"角要素を l にして，逆数関係

aji= l/aij 

の仮定を使えば，次の不完全逆数行列Aが得られる.

1/3 1/6 2 
(2) A=I 

6 ー

1/2 -
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図 1 、f

(i) J 1 

次に aij-叩tfWj であるから“一"の箇所を wtfWj で

埋めると形式的に固有値問題は

(13 叩/…/…=À 叩
1/3 1/6 2 11 w21 .1 W2 

叩3/叩1 6 加'3/W， 11 w3 1 叩a

却'，/W1 1/2 w, /w3 ) ~却'，)叩‘

と書ける.これより

3w1+3w2 =ﾀw1 

1/3wá 叩2+ 1/6w3+2w,= Àw2 

6W2+ 3w3 =ﾀW3 

1/2w2 +3叩，=ÀW，

が得られ，再び行列表現をすれば，

3 3 0 O�(w1'i (w1 

1/3 1/6 2 11 W2 i .1 
II~I=ÀII (3) 

o 6 3 0 I I w. I I w. 

01/203J\w,) "叩4

となる.不完全な逆数行列Aから得られた (3) の係数行

列をdで表わせば，これはAの“一"の要素を 0 で置き

換え，かっその第 t 対角要素がAの i 行にある“一"の

個数に l を加えたものであるような行列である.

この例のように不完全逆数行列 A から A をつくりそ

の固有値問題 (3) を解いて却の推定値めを得るのが

Harker の提案した方法である.次節では，このめの性

質を調べてみることにする.

3. 不宗全逆数行列から求めたWの性質

n 個の要素の添字集合を

Q={1 , 2, …, n} 

とする.また，一対比較で atj( ミ 1) と答えた添字の組

1= (i, j) , N= j の集合を

J={lh I 2,… ,1m} 

で表わす.例 2 では

J={(1 , 2) , (2 , 4) , (3, 2)}. 

逆数関係で拡大した集合を

ノ={(i ， j)I (i， j) EJ ある L 、は(j，i) E J} 

170 (18) 

(担) J2 (出) J. 

図 2 カパリングの例

とする.

、/の 2 つの要素 C=(ChC2) ， D=(dh d2 ) について，

C*D で {Ch C2} n {dh d2 } 手。のとき C と Dはオーバラ

ップするという. もしもf の任意の C と D について，

1k- 1 と 1k> k=2， 3 ， … ， s がオーパラップし， 11=C， ん=

Dとなる列 11. 12，…， 1.EJ が存在するとき ， Jは連結

的という.‘f は連結的で，かつ、/の要素の和がQを含

むとき，‘f はQのカパリングという.

たとえば， Q={1 ， 2 ， 3 ， 4， 5} とするとき，

J 1={( 1, 2) , (1 , 3) , (1 , 5) , (4, 1)} 

J2= {(1, 2) , (3, 2) , (3, 4) , (5, 4)} 

Ja= {(1, 2) , (3, 2) , (4,1), (4, 3) , (丸 2) ， (5, 3)} 

はそれぞれQのカパリングである. (図 2 ) 

Jが与えられたとき Ã=(áij ) を

(atj , (i ， j) εj のとき

a -fl/ajh(i, jieJ かつ(j， i) εJ のとき

り一 ì 0, (i , j)$J かつ (j， i)$J のとき

¥ N {, J=i のとき

で定義する.ここで Ni はAの第 i 行で“一"の個数に

l を足したものである.

このとき ， J がカパリングのときは行列 A はプリミ

ティプであり，庄の最大固有根 imax は正で，対応する
固有ベクトルめは正であることがL 、える.

例3) 完全な逆数行列

1 1/6 4 1/5 2 

6 4 1/3 5 

1/4 1/4 1 1/3 1/4 

5 3 3 3 

1/2 1/5 4 1/3 1 

ﾀmax=5.849 

w=(.115 .319 .056 .416 .099) 

を考える.いま，このうち {1 ， 4}， {2, 5} , {3， 4} の一対

比較が“わからない"ものと仮定し，次の不完全逆数行

列
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1 1/6 4 - 2 

6 4 1/3 -

1/4 1/4 1 ー 1/4

- 3 - 3 

1/2 - 4 1/3 1 

が与えられたものとする.

J = {( 1, 3) , (1, 5) , (2, 1), (2, 3) , 

( 4, 2) , ( 4, 5) , (5, 3) } 

はカパリングである.これより瓦は

2 1/6 4 0 2 

6 2 4 1/3 0 

ﾃ =11/4 1/4 2 0 1/4 

03 033  

1/2 0 4 1/3 2 

が得られ，それぞれ Àmax， ÛI に一致している

ことがわかる.

一般に，整合性のある完全な逆数行列から求

めた坊は，‘/がカパリングである限り，いく

つかの要素をはずしてできる不完全逆数行列か

らでも得られることが示される.言い換えると，

不完全逆数行列で J がカパリングのとき， そ

れから整合性のある完全な逆数行列が復元でき図 3 J 

となり，

,lmax=5.475 

w=(.114 .282 .036 .466 .102) 

が得られる.

さて，不完全逆数行列 A が与えられたとき ， J がカ

パリングで，すべての (i， j) ， (i , k) , (k， j) 巴J につい

て aυ=aik X akj を満たすとき，すなわち，わかってい

る部分では整合性があるとき，わからない箇所を整合性

のあるように埋めて，全体が整合性のある完全な逆数行

列がつくれる場合を考える.たとえば，例 2 では

a13=a12xa23=3X 1/6=1/2 

a14=a12 X a2,=3 X 2=6 

aU=aS2 X au=6 X 2= 12 

から，整合性のある逆数行列

3 1/2 6 

1/3 1/6 2 

2 6 12 

1/6 1/2 1/12 1 

が一意的につくれる.これを解けば，

ﾀmax=4 

ゆ=(.286 .095 .571 .048) 

となる.

ところで， J= {(1, 2) , (2, 4) , (3， 2)} はカパリングで

あり，不完全逆数行列から求めた A:

433001  1/3 1/6 2 

o 6 3 0 

o 1/2 0 3 

カミらは

ﾀmax=4 

w=(.286 .095 .571 .048) 

1989 年 4 月号

るとき，
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となる.

一般に，任意の不完全逆数行列 A について ， J がカ

パリングのとき，

imaxミnであり，等号はAから整合性のある完全

な逆数行列がつくられるときかっそのときに限る

ことが示せる.

最後の例は，この方法を使えば一対比較で答えが増え

るたびに imax が計算でき，整合性のチェックにも役

立つことを示したものである.

例4) 最初，次の不完全逆行列が得られたとする.

1/2 一

一 1/9

1/9 ー

2 - 9 

9 一一
J ﾀmax=5. 000 

1 一一 I w=(.260 .523 .130 .058 
2 I .029) 

- 1/2 1 

以降，ランダムにつぎつぎに出された一対比較には仮

想的な答えを用いてある.

•({ 1, 2} の一対比較に a12=2 と答えたと

する)

2 2 - 9 

1/2 - 9 ー!
(.. 7 -Jﾀmax=5.099 

112 - 一一|( .. - - I w = ( . 420 . 308 . 190 . 048 
1/9 - 2 1 
(7  .. J .034) 

1/9 一一 1/2 1 

↓ ({2 ， 5} の一対比較に a日=5 と答えたと

する)

2 2 - 9 

1/2 - 9 1/51 
I ~ '1-' J ﾀmax=7. 483 
112 - 一一|(..- - - I w = (. 433 . 205 .062 . 096 

- 1/9 ー 2 I .204) 

1/9 5 ー 1/2 1 
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から完全な逆数行列を求めることが必要である.ここで

は，逆数行列を求めるさい，全く自信のなし、L 、くつかの

一対比較の答えを保留することができる.不完全な一対

比較行列における固有値法を紹介した.ﾀmax=5.142 

W=(.425 .291.186.055 

.042) 

↓(え maxが念、に大きくなったのでチェック

し ， a25=5 に修正)

2 - 9 

9 5 1/2 

1/2 

1/9 

1/9 1/5 

2 
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↓ ({3， 5) の一対比較に aS5=3 と答えたと

する)

- 1/2 

ﾀmax=5.165 

W=(.427 .306 .162 .058 

.046) 

q
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q
L
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A
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1/2 1 

1/2 ー 1

- 1/9 - 1 

1/9 1/5 1/3 1/2 

9 

2 

[3 ] 

↓ ({2 ， 3) の一対比較に a23=3 と答えたと

する)

えmax=5.198

W=(.423 .331.143.058 

.045) 

n
y
R
J
q

コ
ヮ
“
・

1

2 2 

1/2 1 3 

1/2 1/3 1 

- 1/9 ー 1

1/9 1/5 1/3 1/2 

9 

[5 ] 

↓ ({3， 4) の一対比較に a3， =2 と答えたと

する)

ﾀmax=5.205 

w = (. 422 . 334 . 138 . 061 

.045) 

n
y
F
コ
。

3
n
L
'
i

2 2 

1/2 1 3 9 

1/2 1/3 1 2 

- 1/9 1/2 1 

1/9 1/5 1/3 1/2 

↓ ({1 ， 4) の一対比較に aa=7 と答えたと

する)

これですべての一対比較が終わり，次の完全な逆数行列

が得られた.

227  

1/2 1 3 9 

1/2 1/3 1 2 

1/7 1/9 1/2 1 

1/9 1/5 1/3 1/2 
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Àmax=え max=5.205

w=w=(.423 .333 .138 

.061 .045) 

固有値法の大きな特徴として，比率の直接の近似であ

る aij だけでなく何段階にもわたる間接的な近似も考慮

してウェイトを推定していることがあげられる.この固

有値法を適用するには，まずすべての要素問の一対比較
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