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(2.2) {}= {y E Rη IAy=c， y~O} 

ここでは問題(D)を解くための内点法を考える.そこで

以下の仮定をおく.

( i) Ilの内部は空でない.

( ii) rank A = n 

(iii) co* を最適値とすると Coホの下界値 Co (:S; co*)が知

られている.

(iv) 解集合Hホ ={x εIIIct x = co*} は有界である.

最適解を得るために，伊理・今井[6Jによって導入さ

れたポテンシャル関数

F (x; co)=ict x-co) 冊+1

斤 (ai t x -btl 

の最小化を考える . F (x ; co) (> 0 )の十分小さな値を

与える (x ， co) を得ればzと Coは Zキ E Il本と co*の十分良い

近似値であると考えることができる.伊理・今井はFの

最小化の方法として Newton法を提案したが，ここでは

射影空間を導入して多項式オーダーの解法を得ることが

可能であることを示す.そのために n+1 次元の空間を

導入して元の空間 Rn をその中に埋め込む. いま z=

(ZO ， Zh … ， Zn)t ε Rn+1 として Xi= 列/Zo， i=l ，".， n と

おく.そしてポテンシャル関数 F を

F (z; co) = 巴竺止竺
n �i

t Z 

(2.3) 

はじめに

線形計画問題に対する Karmarkar の画期的な解法の

発見以後，多くの類似のアルゴリズムが提案されている.

それらは大別すると次のように分類できる.

(i) プロジェグティブ・スケーリングを手リ用したもの

[7, 4 , 13J 

(ii ) アフィン・スケーリングを利用したもの [1 ， 2 ， 3 ，

5, 9J 

( i�) センター・トラジェクトリの追跡によるもの [8J

(iv) Newton 法[6， 10, 11 , 12J 

これらの方法は，それぞれ異なったアイディアにより

実現され，固有の長所・短所をもっている.筆者の個人

的な意見としては，ポテンシャル関数を最小化するため

にプロジェクテイプあるいはアフィン・スケーリングを

利用した方法が色々な意味で将来性があると思われる.

本稿では筆者の提案した(i)に属する方法の概略といつ

かの数値実験について論ずる.詳しくは[13.14Jを参照さ

れたい.又本稿の数値実験の結果は数理システムの荒川

貴道氏との共問研究の結果であることを付記しておく.

(2.4) 

問題の設定と射影空間の導入

線形計画問題:

最小化 ctx, X E Rn 

2. 
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条件 Atx~ b 

を考える.ここで C E Rn, A = [ah … ， amJ εRηxm， 

bE Rm である.よく知られているように問題 (D) は標

準形の問題:

最大化

À=[ão, ã h "', �mJ=[ ~ 
によって定義する，明らかに Zo *' 0 ならば

F (x ; co) = F (z ; co) 

であるから

(2.5) ÎÍ={zER川11 ﾀt Z ~ O} 

の内点を通って F (Z; co) → 0 となれば対応する (ZI/Z0，

bty, yERm 

条件 Ay = c, Y 二三 O

の双対問題である.それぞれの問題の許容領域をIl， 。と

表わす.

(2.1) Il ={XERnIAtx~b} 

(D) 

(P) 
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… ， zη/zo) → n* となる.したがって z の空間で F を最

小化しでもzの空間てFを最小化しても同じことになる.

ただし 1 つの重要な相異点がある.いま X*En事が最適

解とすると z=(zO' Zo Xホ )t は任意の Zo (キ0)に対して対

応する“最適解"を与える.すなわち原点と (I ， xホ)を

結ぶ直線上のどの点も“最適解"である.

F を O に近づけるために次のようにする.すなわち，

F の分子を一定に保ちつつ分母の首 ãt t z を最大化する.

そこで

τn 

h (z) =L: ln (緤tz) 
i=O 

とおいて問題:

(2.6) 最大化 h (z) , Z E int n 
条件 ëtz= 一定(> 0) 

を考える.簡単な計算によって

マ h = ﾃ D-1e 

マ 2h = - ﾃ  D-2Ãt三 -8

となることがわかる.ここで

D = diag {�ot z , …, ãmtz }, e=(I , …, I)t 

である.したがって問題 (2.6) に Newton 法を適用する

とその探療方向ベクトル S E Rn+1 は

(2.7) 最大化 -~ st 8 s + st ﾃ D-1 e 

条件 �t s = 0 

から得られる. (2. 7)の解は

(2.8) s = 8-1 ﾃ D-1 e -� 8-1 C = Z - � 8-1 C 

εt 8-1ﾃ D-1e 
(2.9) 1; =~- ---:. 士一三一

がJj-l C c' Jj-1 C 

となる.次に A の一般逆行列ijAーを

ﾃ-=D-2ﾃt 8-1 

によって定義し ， w ι Rm+1 を

w=A-� 

とおく.明らかに

(2.10) A叩 =ε

である.w の成分を叩 =(wo， y)t と書くと Ã， ë の定義

により (2. \0)は

wo = bty -co, Ay= c 

となる.したがって官三 0 ならば置は主問題の許容解で

ある.

3. 多項式オーダーの解法

(2.8) によって与えられる探索方向 s に沿ってステッ

プ幅四 >0 だけ進み

(3. 1 ) z+ = z + a s 

124 (12) 

とおいて次の点 hεintñを得る.そこで適当なステッ

プ a を選ぶと多項式オーダーの解法が成立することを示

す.そのために

ム =h(z+)-h(z)=fln (l+aptJ 

p = D-1ﾃtS 

とおくと (2.8) より

p=e-I;Dw  

と表わすことができて pは

11ρ11 2 = pte 

を満たす.次の 3 つの補題によって多項式オーダーの解

法であることを示すことができる.

補題 Z E int ñ で w;þ 0 ならば p <f. e である.

補思 2 w> 0 ならば co <co* である.

繍題 3 長= maxlpilz 1 で a = 1/(1+長)ならば z+ E 

intñ でL':，. zln (e/2) となる.

L 、ま叩>0 ならば co を加二三 0 を満たすように増加さ

せることができて，このとき ρ <f. e となるから z+=z+

d とおくと

F (z+ ; co+) 三三 (�2) F (z ; co) 

を得る.

4. アルゴリズムの構造

前節で述べた射影空間上でのアルゴリズムを元の空間

Rn にもどすとどのような方法が得られるであろうか.

いま

ム = -B-1 c, d2 = B-1 AD-1 e 

とおくと (B = A D-2 At, D = diag {ait x-btJ ) 

s に対応する探索方向ベクトノt- dp は

dp = d1 + 1;2 d2 

ら = r (C t 土 - co) 

土 = A-t b, A-= D-2 At B-1 

r=l/{l+11 D-1 (At 企-b) 112} 

と表わすことができる.すなわち探索方向は 2 つのベク

トルムとのの 1 次結合によって表わすことができる.

d1 は良く知られているようにアフィン・スケーリングの

方向である.のは色々と興味深い性質をもっている.い

ま

h (x) =L: ln (aitx -btl 

とおくと h の最大値を与える点を解析的中心と呼ぶが，

d2 は hを最大化するためのNewton法のベクトルとなっ

ている.また-d2 a

土 =argminll D • (Atx-b) 1I 

とおくと
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図 1 土=ムの解のトラジェクトリ

.x = x -d2 

となるので上の重みつき線形最小二乗問題の解を得るた

めの補正ベクトルとなっている.

また興味深いことに伊理・今井のNewton法のベクト

ル dN も

dN = 81d1 + d2 

と書くことができる.

次に Co の更新はどのようになるであろうか.

u = r D-2 (At .x -b) 

とおいて

y = -co u + A= c 

A2 = (1 + ubt) A-

と定義する . A= も Aーも A の一般逆行列である.前節

のwは

一 [-γつ
となり Ay =c を満たす w~主 O の条件で Co を増大させ

ることはある g から u の方向に bt Y を gミ O の条件の下

で最大化していることになる.方向 u は主問題に対する

アフィン・スケーリングの方向に一致している.

以上のことよりアルゴリズムの概要は次のようにな

る.

アルゴリズム

ステ・7 プ o (初期化 X E int n , co:::; co* とおく.

ステ '"1 プ 1 (停止規準 ctx-co :::;õ ならばストップ.

1989 年 3 月号

図 2 x=d2 の解のトヲジェクトリ

ステ '"1 プ 2 (co の更新) 主変数百を

y= ー con+A=c

によって計算する.官:1> 0 ならば co+ = Co とおいてステ

ップ 3 へ.さもなくば co+ を

co+=max {bt (y + a u) Iy + a u と O}

によって計算する.

ステ '"1 プ 3 (探索方向の計算) dp =ム+らぬとおし

ステ・y プ 4 (直線探索) F を dp に沿って近似的に最小

化してステップ隔 a を決定する.

ステヴプ 5 (エの更新) x+= x十日 dp とおいてステッ

プ 1 へ.

図 1 -4 にdt. d2， d p , dN によって生成されるトラジ

ェクトリの例を示す.

5. インプリメンテーション

以下に上記のような内点法のアルゴリズムを大規模問

題用にインプリメントする上でのいくつかの注意点を述

べる.

(i) 直線探索

与えられた方向 dに沿って関数Fを最小化することは

f=lnF= (m+1) ln (ctx-co) 

であるから

f' (a) 

-L:ln (ait x-btl 

(m+ 1 )ctd 
(ct x -co+a ct d) 

_"  ait d -n 
γai t x-bi+aajtd 
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図 3 x = dp の解のトリジェタトリ

を α について解くことを意味する.上式を

え .(2
f' (a) c:: � (a) = a":~c-(i今

と関数近似する.ここで弘は 1'( α)の第 l 項の分母が 0

となる a の値で，面は第2項の和の中で分母の O となる a

の最小値(> 0)である . f'( α) の値と f円四)の値からん

んを求めて似a)= 0 を解き

α = ii +&1面 -0.)
.(1ーん

とおいて新しい日の値とする反復法が考えられる.この

方法は非常に速い収束をすることが実験的に確かめられ

ている.しかし大規模問題に対して上記の手続きを行な

うと手間がかかりすぎるので通常は a = (0.9-0. 999)ii 

とすることが多い.

(ii)探索方向の計算

ベクトルdpを求めるためには，ある右辺ベクトノレ甲 G

Rn に対して

図 4 x= dN の解のトラジェクトリ

ことをFill.in と呼ぶが，この数が多くなると計算の効率

が低下する.そこで Fill.in の減少のために前もって B

の行と列の順序を入れ替えておく(オーダリング).この

方法としては最小次数 (minimum degree) 法を使用す

ることが多い.図 5 ， 6 にある問題の B とそのオーダリ

ング後の構造を示す.この問題に関してはオーダリング

をすると Fill.in の数は約 1/40に減少する.

(iii)実験結果

表 1 ， 2 にわれわれの方法を標準的なテスト問題に適用

して結果をMinos5 との比較で示す.使用計算機は SUN

3/160である.

また以下のようなスケジューリングの問題 (Chvatal)

を色々なサイズで解いた結果を図 7 に示す.

k 

min A(2OVj+8ZJ+tj) 

subject to 

表 2 Minosとの比較

Bd= 守
表 1 問題

ロ題 I~INOS 1 本方法|
を解く必要がある. ここで、 問題 1 m 1 n 

B=  AD-2At scsd 1 1 760 1 77 

であるから Bは反復の途中で構造は変化せ scsd 6 I 1350 I 147 

Lzrzどによって仰の scsd 8 2mL竺
B = L Lt sctap 1 I 660 I 3ω 

と白olesky分解をして (L は下三角行列) s叫 21 2500 1 1閥
的計算する Bの三角分解におL て Bの sctap 31 到了戸石
零要素であった場所に非零要素が現われる

126 (14) 

l i加 l 間)1 加 l 問)1
scsd1 1 260 1 48.51 12 122~2r2~ 18 
吋61 5回 1152.2117148.613.13
scsd81 附 1 865 . 0 1 15 1 85.3110.14 

sctap 1 1 4141 81. 91 26 1 37.612. 18 

S叫 2114941897.11 22 1220.71 4.06 

S叫 31148911183.51 26 1 32け 3.62

オベレーションズ・リサーチ
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-Xj+Xj_l 謡 800.

Yj 孟 0.3 xJ> 

Zj_l + Xj + Yj = dj + Zj 

tj ミ 15 (Xj - Xj_l). 

t j 孟 21 (Xj-l - Xj). 

10000. 

1000. f 

Xo = 5800. '"2 100J 
。

Zo = O. 
g 
cn 

ロXJ.Yj. Zj> tj ミ o for j = 1. ....k 
fr 10. ぃ

この実験の使用計算機は SUN4/280 である.

n = 4608 において MINOS の約30倍の効率を

得ている.
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