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A Continuation Method for Complementarity Problems 
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1.はじめに

線形計画問題の解法として，その実行可能領域の

内部にある path of centers と呼ばれる連続な曲

線を辿ってゆくことにより解に到達するとし寸方法

が近年提案され研究された. ([3J , [6J等)また，こ

の考え方は，より一般の問題である，半正定値行列

に関する線形相補佐問題にも適用できることが示さ

れた. [4J 本論文では，同様な方法が，ある種の非線

形相補佐問題に対しても有効であることを示す.

Rn を n 次宏 Euclid 空間， R♂をその非負象限

{x ERπ: x~O} とするとき，与えられた関数 f: R+n 

→Rn に対して，

(1) y=f (x) , Xi Yi= 0 (i= 1, …, n) , (x， y) ε R+加

を満たす (x， 引を求めると L 、う問題が相補性問題であ

る.ここで， xiおよび仇は，それぞれニr， yの第 t成分を

表わす.本論文では， fが連続な単調関数の場合と，連

続な一様P関数の場合を考察の対象とする .f が単調関

数であるとは，

<X1_X2, f(x1 ) ーf(x2 )> ~ 0 VX1 ， X2 ER+π 

が成り立つことができる. ただしく・，・〉は内積を意

味する.また，fが一様P関数で、あるとは，ヨ σ>0 に対し

max (Xi1-X♂ )(fdが )-fdx2)) ミ σIlxl_X2112
1:五 i:玉"

V x 1, x2 ER+偽

が成り立つことである.徴分可能な凸計厨問題(線形計

画問題や凸 2 次計画問題を含む)は，連続な単調関数に

関する相補性問題に帰着させることができるので，ここ

での考察対象はかなり広範な問題を含んで・いる.

2. 連続な単調関数に関する相補性問題

相補性問題(1)に対応して，関数 F: R+2n→R2n を次

のように定義する.

F(x， y)=( ゆ (x， y) ， 7Jf (x, y)) 

ただし， ゆ (X， y)=(x1 Yh … ， xn 仇)

7Jf (x, y)=y-f(x) 
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1 図 関数 F によるRHM と R+戸 x 7Jf (R++2n)の聞の同相対応

この関数 F を用いると，相補性問題(1)は，

(2) F(x, y)=O, (x , y)ER+2n 

を満たす(X， y) を求めるという問題に書き換えることが

できる.

R++犯は Rn の正象限 {xER飽: x>O}を表わすものと

する.このとき ， � (R++2n) =R+♂となることは容易に
わかるが，実はより強く次の定理[2J ， [5Jが成り立つ.

定理 1 fが連続な単調関数のとき ， F は R++2n をR++n

X 7Jf (R++2九)の上へ同相に写す. (すなわち， F はR付加

をR++nx 7Jf (R++加)の上へ l 対 1 に写し ， Fも F-lも連続

である.) (図 1 参照)

定理 2 (xk, yk) E R++2n で (ak ，bk) =F(xk, yk) とする.

(k=I ， 2 ， …)このとき，ある a ER+旬と b E 7Jf (R++2n) に

対して lim(ak , bk) = (a， b) ならば，点列
k-令。。

{(Xk , yk): k=I ， 2 ，"""} は有界であり，したがって収束す

るような部分点列をとることができる.

以下， 0 E 7Jf (R++2η)を仮定することにする.この条件

のもとで，相補性問題(1)には解が存在し(ただし，唯一

つとは限らなL 、)，その解が連続変形法の考え方によって

求められるということを次のように示すことができる.

任意にが ER+♂を選び， それに応じてが ER++胞を

適当に選んでが=7Jf (XO, yO) E R♂とする. また， aO= 

ゆ (XO ， yO) とすれば，結局 (aO，bO)=F (XO， yO) となる.

今， t E (0, 1J に対して W(t)=t (aO，bO) とおけば， A= 
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定理 3 の主張には，1Jf (B+2n)=Rn という
y b 

晶 ことも含まれている.また，定理 1 と比べる
(x~ 110) 

F (a~ bO) =F(x~ 110) 
と，定理 3 はより強く， R+znの境界上も含め

てFが同相写像となることを主張している.

したがって，式 (2)を満たす (x， y) ， すなわ

t= 1 〆'ーー、亀

、ー-

O' 
"ル(/t→+0

F-1 

S,p 
1旨 x

図 2 関数F による曲線T と線分 d の対応

{W(tい t E (0, 1J} は原点と (aO，bO) を結ぶ線分(原点は

含まなL 、)である. 0 E 1Jf (B++2n) とし、う仮定からR♂ C

1Jf (B++知)となることが 1Jfの定義より容易にわかるので，

A cB+♂ xR♂ cR++ n X 1Jf (B++卸)となる.したがって，

t E (0, 1Jを 1 つ固定したとき，定理 1 より

(3) F (x , y)=W (t) , (x， y) ε R++卸

の解(x， y)=(x(t) ， 事 (t) )が唯 1 つ存在し，その解の集

合 T={(x(t) ，y(t)) : t E (0, 1J} は連続な曲線(軌跡)と

なる.この軌跡 T上の点(x(t) ， y(t))を考えてみると，

t=1 のとき (x( 1), y(1)) = (XO, yo) である.また t→+0

のときは定理 2 から (x(t) ， y(t)) が有界で集積点をもつ

が，式(3)が t→+0 のとき式(2) になることに注意すれ

ば，その集積点は式(2)を満たし，したがって相補性問題

の解であることがわかる.

こうして，軌跡T は t→+0 のとき相補性問題(1)の

解全体の集合 SCP (学。)に限りなく近づくことが示され

た.実は，少し条件を強めると(たとえば， f が線形で

あるとすると)， T は t→+0 のとき SCP 内のある I 点、に

収束するということもわかる. (図 2 参照)

したがって，何らかの数値的な計算手段を使って，軌

跡T を (XO， yO) から出発して t→+0 となるように追跡

してゆけば，相補性問題(1)の(近似)解が得られる.こ

れが，連続変形法による相補性問題の解法のアイデアで

ある.

3. 連続な一様 P関数に関する相補性問

題

fが連続な一様P関数の場合にも，関数Fを単調関数

の場合と同様に定義すれば，次の定理[ 1 ]を示すことが

できる.

定理 3 fが連続な一様P関数のとき ， F は R+加をR♂

xBn の上へ問相に写す.
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t= 1 

α 

ちfに関する相補性 (1) 問題の解は存在して

しかも唯 1 つであることがわかる.

単調関数の場合に述べた，連続変形法によ

る解法のアイデアは，この場合にも有効であ

る.ただし，初期点(XO， yo)は RHM 内に任

意に選んでよく，また軌跡Tは t→+0のとき

相補佐問題(1)の唯 1 つの解に収束するので，より簡明に

なる.

4. New加n法の反復による軌跡の追跡

軌跡を追跡するための具体的な計算手段としては，連

続変形法の分野で確立された種々の方法を用いることが

できる.たとえば，fが連続微分可能(Cl級)の場合には，

Newton 法の反復によって軌跡を追跡することができ

る.すなわち ， (XO , yO) を初期点として，その点から少

し離れた軌跡T上の点を目標点として定め，その近似点

をNewton法で求める.

次に，求まった点を新たな初期点として，再び目標点

を近くに定めNewton法でその近似点を求める.これを

繰り返して，目標点を少しずつt→+0となるように動か

してゆけば，近似的に軌跡Tを辿りながら相補性問題の

解に到達することができる.
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