
ファイナンスにおける最適停止問題
一一ーオプション証券を中心に一一ー
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1.はじめに

将来のある一定期間内にあらかじめ定められた価格で

ある商品を買う権利をコール・オプション，売る権利を

プット・オプションと L 、 L 、，これらの権利を売買する市

場をオプション市場という.また，一定期間の任意の時

点で権利行使が可能なオプションをアメリカン，満期時

のみで権利行使可能なものをヨーロピアンと呼ぶ.

このようにオプションにはさまざまな種類があり理論

的解明が最も進んでいるのが，株式に対するオプション

で， Black and Scholes [IJはヨーロピアン・コール・

オプションに関する完成度の高い基本モデルとしてファ

イナンス研究者から高い評価を得ている.彼らによる均

衡価格の導出は裁定理論の上にその基礎を置き，裁定理

論を用いて証券の市場価格を導き出すのが最近のファイ

ナンスの主流である.歴史的には1960年代の後半から 19

70年代の前半にかけて最適制御理論が資本資産の評価理

論で重要な役割を果してきた.たとえば， Merton [8J , 

[9J , Mckean[7J や Samuelson[ l1 J ， [12Jおよび沢木

[17Jである.

本報告は，主として後者の接近法の 1 つである最適停

止問題の研究成果を利用して，オプションおよびワラン

トの最適な権利行使政策を明らかにし，それよりオプシ

ョン証券の均衡価格式とその定性的性質を明らかにしよ

うとするものである.オプション評価モデルは，ポート

フォリオ・インシュアランスや指数，先物および通貨な

どの商品に対するオプションにも適用でき，その考え方

はファイナンスの基本的財産としての分析手法を提供し

てくれる.

2. オプションの最適権利行使問題

時間を連続的にとり株式に対する満期Tをもっアメリ
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カン・コール・オプションを考えよう.ここでオプショ

ンの対象となる株式は満期内で配当支払いがないものと

仮定する.ワラントはオプションよりもはるかに権利行

使の期間(満期T) が長く ， T→∞のときパーベチュア

ル・ワラントである.オプションの権利を行使するとき

支払わなければならない価格を行使価格という.ここで

は，個人としての投資家の最適行動を最適停止問題の枠

組の下で分析する.すなわち，ある投資家が一定の行使

価格で普通株を買う権利をもっオプションをすでに所有

していて，満期日までのある臼の株価と行使価務との差

で与えられる資本利得の期待値を最大にするような最適

停止政策(権利行使日)をいかにして求めるかという問

題である.次のような記号を使用する.

X(t)=時刻 t での株価， X(t)>O, 'r/t E [0, TJ 

K=行使価格， K>  0 

r=停止時刻(権利行使の時刻)， r 吋0， TJ 

γ=無危険利子率 r>O

いま，時刻 rìこし、て株価がX(りであるとしよう.もし

X(τ)>Kのとき，投資家が行使価格Kを支払ってオプシ

ヨンの権利を行使して得た株式を市場で売却すれば資本

利得X(r)-Kを得る.もしX(r)<K ならば，権利を行

使しないから資本利得は O である.時刻 0 でこのオプシ

ヨンの購入価格が c のとき，時刻 T での価格に無危険利

子率 r で割増しすれば時刻 τ での投資家の資本利得は

(X(τ)-K)+-eTT c 

となる.ここで(x)+=max (X， O) である.完全競争の

下では，このような資本利得は O であるとすれば上式は

c=e- T , (X(r)-K)+ 

となる.しかし，時刻 O においてはX(r) は確率変数で

あり，したがって権利行使時刻 τ もまた確率変数である.

換言すれば，オプションの購入時刻 0 で何時オプション

の権利行使をするかの問題は，時刻 0 での株価X(O)=x

が所与の下での典型的な最適停止問題であり，このオプ

ションから獲得される期待割引利得

(1) E [e-TT (X(r)-K)+IX(O)=x] 
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を最大にするような停止時刻を求める問題である.次に

株価のダイナミックスを定義しよう.株価の確率過程と

して対数正規分布にしたがう幾何プヲウン運動を仮定す

る.すなわち，

(2) d X(t)/X(t)=μ dt+σd耳'(t)

とし，ここでW(t)は標準ウィナ一過程で， μ と σはそれ

ぞれ平均および標準偏差のパラメータである注1)，株価

を (2)式のようにその収益率で定義すれば株価は確率1で

正の値をとる.任意の X(O)=x に対して確率微分方程

式(2)の解(連続かつ唯一の)は

(3) X(t)=zjμーが/2)山 W(t)

である.ファイナンス理論では，証券の価格のダイナミ

ックスを (2)式すなわち (3)式のように記述することが多

い.このようにウィナ一過程の上で定義された証券価格

のサンプル・パスは，連続であっていたるところで微分

不可能である非有界変動の関数である.この事実がファ

イナンス理論での裁定による証券の均衡価格の導出に重

要な役割を果している.株価が(2)式にしたがって変動

することがわかっているとき ， X(t)zK となる時刻で

のみ権利を行使するからオプションの“合理的価格"を

c (x , T) として次のように定義しよう.

(4) c (x , T)=sup E[e-r , (X(r)-K)+jX(O)=x] 
。 <，:S; T

ここで， -.は株価X( ・)に関する停止時刻で， EはX( ・)に

関する期待値である.

~'i最適停止政策のクラスを株価が V になれば権利行

使するような政策のクラスに限定しよう.さらに，株価

が y になる最初の時刻を確率変数判官)で表わす.すなわ

ち ， -.(y) =inf {tzO : X(t) = y , X(s) <y, v sくりで

あり，これはX(O)=xから出発して y になるまでの最小

到達時間のことである ， X(t) の 1 つのサンフ・ル・パスに

対して以上の最適停止問題を図示すれば図 1 のようにな

る.上述のような停止政策のクラスの下では (4)式の最適

停止問題は次のようになる.

max E [e-r'(lI) (X(判官)))-K)+jX(O)=x]
lI'?K 

(5) =max (y-K) E [e-r，(古川 X(O)=x]
官'?K

=max (y-K) (引P 三 max gx (y) 
百 '?K 、 " I 

ただし ， gx(y)=(y-K)(x/官 )P で， p= イ戸方可否万五一

注 1 )この節では連続時間の下で議論しているが，離散

時間の下でも悶様の議論が可能である.第 3 節では株価

が離散時間の対数ランダム・ウオークをする場合につい

て分析する.

1989 年 1 月号

株
価
主

時刻

K 

Z 

。 T 
(満期)

図 t 権利行使の時刻-.(y) と資本利得

μ/σ" p>O， である ， gx (・)の i 階および 2 階の導関数

を求めると

gx' (y)=(三)p }, [p Kー (pー1) yJ 
¥Y / Y 

gx"(y)=(三)p .~ [-K(p+l)+(pー 1) yJ 
¥YI Y 

となる.したがって， y<Kp/(p-l)で gx( ・)は増加し，

y>Kp/(pー 1)で減少することがわかる.故に， p>1 な

らば gx' (y事 )=0 となる y* は

(6) y*=K~ 
p-l 

となって，条件 y*zKを満たす.すなわち，オプション

の権利を満期前に行使する条件は， p>1 で，これは

(7) r>μ+σ2/2 

と同値である， (6)式のfを (5)式に代入することにより

期待割引利得の最大値は

K rx(p-l)lP 
gx(y*)=戸ï L-'Kp" J 

となる.この最大期待割引利得は，最適停止政策のクラス

を限定することによって得られたものであるから，オプ

ションの合理的価格 c(x， T) は (7)式の条件 r>μ+σ2/2

の下で

K rx(ρ-1)lP 
(8) c (x, T)zp=1 L"'Kp" J 
を満たす.ここで(8)式の右辺はz の増加かつ凸な関数で

あることに注意しよう.また最適な停止時亥uは min {-. 

(y*) , T} であり，権利を満期前に行使する確率は P {-. 

(y*) <T}であり ， T→∞のとき P{τ(y*)<T}→ 1 とな

る.

次に O<pζ1 のとき，すなわち

(9) r 云 μ+σ2/2

の場合を議論しよう.この場合， g:r:'(y) ミ O， gx"(y) 三二 0

となるから ， g:r: (y) を最大にする U の値は限りなく大に
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図 2 r>μ+σ2/2のとき

なる.明らかに y →∞のとき確率1 で ..(y)→∞となるか

ら，十分大なる y に対して p {.. (y)~T} → 1 となる.

したがって， (9)式で与えられる条件の下では

sup E [e-Tr (X(..) -K)+IX(O) =xJ 
τ S， T 

=E  [e-Tr (X(T)-K)+IX(O)=xJ 

となる.すなわち， r :O:; μ 十σ2/2 のとき最適な権利行使

政策は満期Tまで権利行使を行なわないことである.以

上の議論を図示すれば図2および図3を得る . X(t)が (2)

式にしたがう対数正規分布であることを用いて上式を計

算すれば

(10) E [e-TT (X(T)-K)+IX(O)=xJ 

=xe(p+tl2/2-T)T φ ([log(x/K)+(μ+σ2)TJ/σ 、!T)

-Ke-γTφ( [log (x/K)+μTJ/σ V'T) 

を得る.ただし， φ( ・)は標準正規分布である.

次に，オプションからの期待利得および価格 c(x， T) 

の上界について議論しよう. (2)式の株価の微分方程式に

おいて E[e8WωJ :0:; eT となる 0>1が存在すると仮定す

る.たとえば， 0 として (5)式のpを採用すれば上の不等

式は等号で成立する.もし r>μ+σ2/2 ならば，

。 >Jμ2+2σ2( ぷ+σ2/2) ーμ/σ2=
σ-

となって，上の不等式を満足する.

命題 1 任意の X(O)=X に対して関数f(x)を

_/0-1 \ト1/__ KO 
1 xo\τ) /00 , x:O:;戸I のとき

(11) f(x) = ↑、 //KO

l x-K , x>百士[のとき

とすれば，すべての z と停止政策 T について

E [e-rr (X('I")-K)+IX(O)=x] :0:; f (x) 

が成立する.
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図 3 r :O:; μ+σ2/2のとき

証明は，離散時間の場合について Karlinand Taylor 

[5Jが与えているから省略する.命題 1 を注意深く観察す

ればその含意は次のように要約される.

( i)期待割引利得の上界f(x)は，初期値 z と行使価格

Kにのみ依存して，無危険利子率 r や時刻 t から独立

であるばかりでなく株価の分布関数からも独立であ

る.また，満期までの権利行使を望むオプション所有者

のいかなる停止政策からも独立である.

(ii )この上界f(x)をオプションの売手が用いるならば，

f(x) は売手の平均損失の上限を意味する.オプショ

ンの買手は今日の株価(初期値)が KO/(Oー 1) より

大ならばその期待割引利得はただちに権利行使したと

きの値 (x-K) に高々等しい.

(iii)x<KO/(Oー 1) ， 0>1 ， のときO<f'(x)<I .f勺x)>O

であり ， f'(KO/(Oー 1))= 1 である.したがって，す

べての X>O に対して f( ・ H工場加で凸の関数である.

(iv)命題 1 と (8)式とを一緒にすれば p>1 のとき合理的

価格 c (x , T) は gx (y*) :0:; c (x, T) 三二 f(x) を満た

す.

以上の議論をふまえて命題 1 を図示すれば図 4 のよう

になる.

3. オプション評価宅デル

Black and Scholes [2Jによるオプション評価モデル

は，証券の評価に不確実性の概念を明示的に取り入れて

均衡価格を導出している点とファイナンス理論への幅広

い応用力をもつことから，ファイナンスにおける 1970年

代の最も輝しい成果の l っとして評価されている.この

節では，オプションの均衡価格を彼らとは異なる方法で

導出してみよう.
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図 4 期待割引利得の上界 (0)1 のとき)

z 

前節で，もし T 三三 μ+σ2/2 ならばオプションの最適な

権利行使は満期まで待つことであることをみた. (9)式の

この条件の代りに μ~O と仮定すれば，これを次のよう

に説明することもできる.μ二三 O のとき (2)式で与えられ

る株価の確率過程 {X(t)} は明らかにサプ・マルチンゲ

ールである.サプ・マルチンゲールと凸関数の合成関数

である [X (t)-KJ+ もまたサブ・マルチンゲーんにな

る.任意抽出定理 (Optional sampling theorem)注 2)

よりすべての停止政策 T に対して

E [(x(!')-K)+jX(O)=xJ 

三三 E [(X(T)-K)+jX(O)=xJ 

が成立する.ゆえに

sup E[(X( τ )-K)+jX(O)=xJ 
τ三T

=E  [(X(T)-K)+jX(O)=xJ 

れ2)=zf+ポ/2)T φ([同長+(μ+σ2) TJ川1')

-K φ([1吟 +μTJ)/σ ♂) 

となって，これを時刻 0 の時点で無危険利子率 r で割引

いて評価すれば第 2 節の (10)式と同ーの式を得る. (10) 

式および( 12)式の導出に当って期待値は株価の確率測度

に関して計算した.ここで，株価の確率測度に関して絶

対連続であり，かつ r=μ+a2/2 となるような確率測度を

考えよう.このような確率測度を危険中立的な確率測度

と呼び， この危険中立的確率測度に関する期待値を E*

と標記しよう.このとき，

E*[e-rT (X(T)-K)+IX(O)=xJ 

(13) =x φ( [log x/K+(r+σ2/2)TJ /σ ";1') 

-Ke-γTφ([log x/K+ (r-a2/2)TJ/σ ..;T) 

注 2 )たとえば， Chow et al[3J や Karlin and Taylor 

[5Jを参照せよ.

1989 年 1 月号

となって， Black and Scholes [IJのオプション評価モ

デルの公式を得る. (13)式を V(x， T， K， r) とすれば，

av/ax>o, a2 v/ax2>0, av/aT>O 
av /ar>O, av /aσ >0， av/aK<o 

なる性質が容易に確認できる.それぞれの比較静学的解

釈も明らかであろう.

( 13)式のオプションの公式は動的計画法によっても求

めることができる.便宜的に，時聞を離散にとり時刻 t

での株価 Xt は

Xt=Xo ・ Y1 ・ Y2 ・ . . Yt 

で与えられるとしよう.ここで Xo=x は所与で，各 Yt
は同一で独立な正値確率変数である.したがって， {Xd 

は対数ランダム・ウオークである.任意の時刻 t(~T) ま

では権利を行使しなかったとき ， X(t)=xの下で時刻 t

以後最適に行動したときの期待利得を Vt(x) とすれば，

動的計画法による最適性の原理より

(14) Vt(x)=max {x-K, E [Vt+1 (x , Y けdJ}

を得る.ただし， t=I ， 2 ， … ， T であり，満期 T では

VT (x)=max {x-K , O} 

である . Vt(x) は次のような定性的性質をもっ.

性質(i) Vt(x) は z の増加かつ凸な連続関数である.

また Vdx) は t の減少関数である.

(ii )もし E[YtJ < 1 ならば， Vt(x)-x は z の減少

関数である.各 t に対して

Yt*=inf {x : Vt(x)-x ζ -C} 

と定義し，もし上の集合が空ならばめ*は∞とする.め*

は t の減少関数である.

命題 2 (i) もし E[YtJ <1ならば次のような最適な権

利行使政策が存在する:各時刻 t での株価がz のとき時

刻 t で，

x>Yt* ならば権利を行使する.

Z三三百戸ならば権利を行使しない.

(ii )もし E[YtJ 二三 1 ならば満期Tまで権利を行使しない

のは最適である.

命題 2 の証明は， Taylor[13Jおよびより一般的な条件

の下で田畑・沢木[16Jが与えているのでここでは省略す

る.命題 2 ( ii )より投資家が株価が平均的に増大すると

予想するならば，満期まで何もせずに待つべきである.

満期Tで X(T)>K ならば権利を行使し， X(T)~Kな

らば権利行使をしないことになる.したがって，このと

きアメリカン・オプションはヨーロピアン・オプション

に帰着する.この場合も，オプションからの最大期待割

引利得は
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Vo(x, T)=e-TT E[max(X(T)-K,O) IX(O)=x] 

となって， (10)式と問ーの式を得る.ここで期待値を株

価の確率測度ではなく危険中立的な確率測度に関して計

算すれば， Black and Scholes [IJのオプション評価モ

デルの評価式(13)が求められることになる.

4. マルコフ過程の下での最適停止問題

前節までは株価の不確実性がウィナ一過程より派生す

る場合に限定して考察してきた.ここでは，より一般的

にいくつかのマルコフ過程の下でのオプション証券の評

価への応用を最適停止問題として議論しよう.

株価は単調性をもっマルコフ過程にしたがうとし，そ

の状態集合をS としよう.最適停止問題は単調マルコフ

過程 {X(t)} に対して

V (x, T)=supE [(X(τ)-K)+IX(O)=xJ 
智三;T

を満たす V( ・，・)とそれを与える最適停止政策刊を求

めることである.ある部分集合 G cS に対して

,, (G)=inf {t>O: X(t) EG} 

を定義する . ，， (G) は目標としての株価の集合 G に初め

て達するまでの時刻を表わしている.もしすべてのZ εS 

について P{，， (G)<∞ IX(O)=x} でかつ P {X(t) EG, 

O<t<∞ IX(O)=x}= 1 ならば集合Gは X(t) の吸収集

合であるという . x^百=min {x , y} と標記する.

命題 3 もしGが吸収集合で， [X( T'( G)M)-KJ+ が

すべての X(O)=XES\Gについて有界なサプ・マルチ

ンゲーんであり，すべての XEG についてスーパー・マ

ルチンゲールならば，すべての τ に対して

(16) E[(X( ，， )-K)+IX(O)=xJ~E[(X( ，， (G))-K)+ 

IX(O)=x] 

が成立する.

証明は chow et al [3Jを参照せよ.この命題よりただ

ちに次の系を得る.

系命題 3 と同じ条件の下で

(17) V(x， T)=supE[(X(τ)-K)+IX(O)=xJ 
,";'T 

=E  [(X(T'(G)) -K)+IX(O)=xJ 

が成立する.すなわち，目標の株価集合Gに初めて達し

た時刻で権利行使をすることは最適である.

次に，具体的な単調マルコフ過程について命題 3 とそ

の系の結果を調べてみよう. (16)および( 17)式は，オプ

ション証券の l つの評価式たる V( ・.・)の具体的な計算

手順からは程遠い.株価 X(t) は，独立増分をもっ過程

z(t) と指数確率変数 0 によって次のように与えられると
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しよう.

(X(O)eZω ， t<O のとき
(18) X(t)=i 

lo , t~8 のとき.

ただし P{8~t}= e-at， t~O， である. (18)式で定義さ

れる株価は，企業の破産や投資家の死亡の可能性を含ん

だ確率過程になっている.Aをマルコフ過程の特性作用

素(characteristic operator) とし，株価のある水準 f

は条件

(A [x-KJ+-a [x-KJ+~三0， Vx二~y*
(19) i 

lA [x-KJ+-a [x-KJ+>O, V x<智*

を満たすものとしよう.もし株価が 0 になる点を除いて

X(t)が増加過程ならば， G={O}U[y*，∞]は命題 3 の

仮定を満たす吸収集合である.したがって，げを

(20) ,,*=inf {t>O: X(t)~y勺

と定義すれば，命題 3 の系によって次式を得る.

V(x, T) =sup E [e-耐 (X( ，， )-K)+IX(O)=xJ
すぎT

(21) =E  [e-ar* (X(刊^T)-K)+IX(O)=xJ

ここで，株価が停止時刻刊までに消滅しない確率e-a州

が割引因子の役割を果している . y* は (19)式により，刊

は (20)式により ， V(x， T)は (21)式によって逐次に記述

されるから，最大期待利得とその最適な権利行使政策は

計算が可能である.もし z(t)=( μーが/2)t+σW(t)なら

ば第 2 節の幾何ウィナ一過程であり，もし z (t) =μt+ 

σS(t)でS(t)がコーシー過程であったり ， z(t) がポアソ

ン過程であれば，集合{ 0 }を除いて単調マルコフ過程と

なって同様の議論を適用することが可能である.ここで

の議論のエッセンスは，株価が目標たる吸収集合GIこ達

するまでは確率過程 [X(τ (G) 八t)-KJ+ がサプ・ 7ルチ

ンゲールを形成し，吸収集合Gの中ではスーパー・マル

チンゲールを形成するということである.もし [X(t)

KJ+ が t<" (G) でサプ・マルチンゲールを形成しない

ならば，最適な権利の行使時刻は企業が破産するか株価

がある一定水準f以上になる時刻とは限らない.もしサ

プ・マルチンゲールを形成したとしても，一般的な効用

関数 U( ・)に対して最適停止問題を

supE [u( (X( ,, )-K)+) IX(O)=xJ 
,";T 

と定義すれば，最適な停止政策について何も言えない.

たとえば， u(x)=x' ， aくしならば， X(t) が+プ・マル

チンゲーんを形成したとしても ([X(t)-KJ+)' はサプ・

マルチンゲールではない.
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