
かめられる.

図 8 でラベルがついているのは，点 4 と点 6 であるか

ら，これに点 l を加えて，条件 (1 )の i =1 ， 4， 6 に

対する式

X,,+X18+ X,,= q , 

(X岨 +X'7) ー (X，，+Xu) =0, 
xe7一 (Xee+X，e+Xu)=0 

を辺々加えると，

q = (X12+X1S+XU+X肝)ー (Xs， +X8e+X回 ) (3) 

となる.さらに，条件 (2 )より，

q 孟a12+ala+au+a凹=100

を得る.図 8 の流れでは， q =100 であるから，これは

q を最大にする流れ，すなわち，最大流である.
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Voronoi 図と Steiner 木

伊理正夫東京大学 鈴木敦夫南山大学
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1. Voronoi 図

平面上に与えられた n 個の点(母点、と呼ぶ) P1 (x1 ) , 

p.(X.) , …, Pn(xη) に対して，平面上の任意の点がそ

れらの点のどれに一番近L、かを一意に決めることができ

る.たとえば， Pj が一番近い点であるような点の集合

Vi は

Vi= n {xER21 Ilx-x;11 < Ilx-xjll} (1) 
):)キ g

と表わされる (11 ・ 11 は Euc1id 距離). Vi は母点 Pi

の Voronoi 領域と呼ばれ， P; の勢力闘と考えられる.

Vj は半平面の交わりであるから凸多角形であり， そ

の辺を Voronoi 辺， 頂点を Voronoi 点と呼ぶ.こ

れからできるグラフを Voronoi 図という. 隣接する

図 1 15個の母点(黒丸)に対する Voronoi 図

(実線)と Delaunay網(破線)

1987 年 6 月号

Voronoi 領域の母点どうしを結んでできるグラフ (Vo

ronoi 図の双対グラフ)は一般に， P b …, Pn の凸包の

三角形分割になり， Delaunay 網と呼ばれる(図 1 ). 

Voronoi 図と Delaunay 網は理論的にも興味深い性

質を持つが，物理学，生態学，都市工学など多くの応用

分野をもっ.たとえば. Delaunay 網は“最小角最大"

三角形分割!なので，数値計算にも有用であるが，最大空

円や最小木(図 2 )などの問題を解くための道具でもあ

る.現在では非常に高速な構成算法が知られている [3].

Voronoi 図は， 次のような地理的最適化問題にも応

用されている.

PI.密度 dμ(X) で分布する利用者が一番近い施設(母

点)を利用するとき，利用者の総費用

図 2 図 1 の母点(黒丸)を結ぶ最小木(破線，
Delaunay 網の一部になる)と最大空円

(中心は Voronoi 点の 1 つとなる)

(93) 387 
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図 3 利用者が正規分布のときの施設の最適配
置 (n =128;f( t)== t) 

F(xh ..., Xn) = lf(m!nllx-xt Il 2)dμ (X) 

=21vt f(Ila-zt||2)dμ (X) 

を最小にする問題(図 3 ). 

(2) 

P II. 与えられた平面の分割 {Aj} ;':.，を Voronoi 図

{Vd ，:，で近似する問題吟両者の喰い違い量

F(x"... , Xn)= L: ¥ dp(x) 
件j"AjnVi

(3) 

を最小(図 4 ). 

基本的な点の Voronoi 図は応用上の動機からいろい

ろと一般化されている.

(i) 円の Voronoi 図:ー与えられた互いに重なら

ない n 個の円 Ci (中心 Xú 半径 ri; i =1 , …, n) への

近さによる平面の分割.

Vi= n {xl IIx-xill-ri<llx-xjll-rj} (4) 
j:j*i 

で，双曲線で固まれる領域となる(図 5 ). 

たとえば，ある商品の各店での割引額が η のとき，

店までの交通費(臼:距離)と価格の和が最も小さい店を

消費者が選ぶとすると，店の勢力闘は門の Voronoi 図

になる.

(�) 重み付き Voronoi 図[ 1 ] :ー商品の価格はど

の店でも同じであるが，単位距離あたりの配達料金町z

が各店で異なっていて，距離に比例する配達料金をとら

れるとすると，地点 PdXt) にある店の勢力圏は，

388 (94) 

図 4 ある魚の縄張り図(太線)を近似する
Voronoi 図(細線) [2 ] 

Vi= n {XIWillx-XillくWjllx-xjl¥} 
j:jキ i

(5) 

となる Vi と Vj の境界は，アポロユウスの円の一部

になる(図 8 ). 重みの最も小さい母点の Voronoi 領

域だけが無限領域になる.

Wi の逆数を各病院の“権威，評判"と考えれば，重

み付き Voronoi 図は患者の心理を反映した病院の勢力

圏モデルになるであろう.

(ili) 線分 Voronoi 図:一平面上に与えられた n 本

の線分 Si (i=! , …, n) への近さによる平面の分割(図

7 ) : 

Vi= 内 {xld(x ， Si) <d(x, Sj)}. (6) 
J:Jキ z

領域 Vi は直線分と放物線の一部とで固まれる.

災害時の避難場所のような，多角形の施設の圏域解析

C, C
3 

図 5 6 個の円に対する円の Voronoi 図
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図 6 7 個の点(黒丸;カッコ内の数字は重み

w，) に対する重み付き Voronoi 図

に応用される.線分 Voronoi 図は，線分からの等距離

線，すなわち，道路や海岸線や多角形の建物からの等距

離線の作図に役に立つ(図 7 ). 昔の地図に描かれてい

た“水線"は海岸線からの等距離線であった(図 8 ). 

図 7 5 本の線分(太線)のVoronoi 図(中太

線)と線分からの等距離線(細線)

小のネットワークを作る問題を考える.図 9 は 3 点 Ph
クユタイナー

2. Steiner 木 P 2, PS を結ぶネットワークの例である.このとき，与
平面上に与えられた n点 Ph Pη を結ぶ総延長最 えられた点以外に点 Q， (Steiner 点と呼ぶ)がつけ加

えられている. Steiner 点では，必

ず 3 本の枝が 1200 で会している.

平面上に与えられた n 点 P" P2, 

., Pη に対して，適当に Steiner

点、 Q" …， Qm を加えて P" ・

図 8 昭和初期の地図における“水線"

1987 年 6 月号

Pn を含む総延長最小の木を求める

問題が (Euc1id 平面上の) Steiner 

問題である(図10).

これは“難しい問題"として有名で

(NP 困難で‘あることが証明済)，

ー

>
『

i

2
 

P
 

3
 

>

I
 

図 9 3)去に対する Steiner 木
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図10 いろいろな配置の 4点に対する Steiner 木

いろいろな近似解法も研究されている(図11 ). 
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図 11 256点 (0印)に対する Steiner 問題の近似解の例 [4J
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