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枝(辺)の長さが与えられているネットワーク上で，

ある一点から他のある一点に至る路のうち，長さが最短

であるものを求めよと L、う問題を最短路問題 (shortest

route problem) という.長さとしては，実在する道の

物理的な長さだけでなく，そこを通るときの所要時間や

品物を l 単位運ぶときの輸送費をとることもある.

1. 最短路・最短距離の定義

与えられたネットワークの点の集合をN={1 ， 2， … ， n}

とし，点 i(iEN) と 1 本の枝で直接結ばれている点の集

合を N， とする. すべての iEN， jENi~.こ対して，点

i から点 j へそれらの問を結ぶ枝を通って進むときの長

さ dtj が与えられているものとする.

jE三Nt であれば， iENj であるから ， dJt も与えられ

ているが， dtjキ djt でもよいことにする.また，一方向

にしか進めない枝も考えられるので， dij , djt のうち一

方は∞でもよいことにする.

点 s と点 i ， 点 z と点 j ，・・，点 t と点 t が，それぞ

れ枝で結ぼれているとき，点 s からそれらの枝を通って

点 nこ至る路を

(s , i , j ,… , 1, t) 

で表わすこととし，その長さを

d8i +djj + ・ ..+du

とする(図 1 ). 

点 s から点 t への路の中で，長さ最小の路を点 s から

点 t への最短路といい，その長さを点 s から点 t への最

短距雌(shortest distance) とし、う.

2. 最短路・最短距離の性質

点 s から点 j (jEN) への最短距離が存

在するとして，それを η とする.ただし，

V.=o とする.このとき，すべての jENに

対して，次の (1) ， (2) が成り立つ.

任意の iENj に対して，

Vj ;;i， Vt+dij・(1)

ある iENj に対して，

VJ=Vi+diJ・ (2)

(1), (2) は，あわせて，次のように表わ

すことができる.
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Vs=O 

(路の長さ )=dsi 十 dij+……十dlt

図 1 路

点j までの最短路(長さ Vj)

点 i までの最甥路(長さ剖)

Vj=Vi+dij 

図 2 点 j への最短絡

vJ=min (町 +diJ) (3) 
住Nj

Vj=町 +dij であれば，点、 i は，点 s から点 j への最

短路上にあって最後に通る点である.また， iキ s であれ

ば，点 s から点 i までの路は，点 i までの最短路である

(図 2). 

50 100 

の弓-=--ø
(長さが示されていない方向は，∞とする)

図 3 点 1 から最短路と最短距離
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探索によって変更した町には下線をつけた.

図 4 点 1 からの探索

図 S に，枝の長さが与えられているネットワークの例

を示す.図には，点 1 から点 j (j=2， 3 ， …， 7) への最短

距離勺が示されている.

Vj=Vt+dij 

である点 i と点 j を結ぶ枝は，太線になっているが，こ

れをつなぐと，点 l からの最短路になる.たとえば，点

5 への最短路は， (1 , 3, 6, 5) である.

ここで，点 1 から他の点への最短路を構成する枝(太

線で示されている枝)の集合に注目してみよう. rこの集

合に含まれる校だけでは閉路を作れないが，これに含ま

れていない任意の枝をつけ加えると，閉路ができる J こ

とがわかる.たとえば，点 2 と点 5 を結ぶ枝を付け加え

ると， (1 , 3, 6, 5, 2, 1)と L 、う閉路ができる. r J 

内に示した性質を持った校の集合を木という.したがっ

て，最短路を構成する枝の集合は木になっている.

3. 解法

以上の考察から，最短路問題を解くことは， (1), (2) 

を満たす(町)および最短路を構成する木を求めることと

考えてよい.そこで，はじめに，

V.=O， 町=∞(jキs)

とおいて，次に，一点 i を選び，

Vj>Vt+dij (4) 

であるすべての j に対して，右辺の値を Vj に代入する

ことをくりかえす.この操作を点 i からの探索(search)

または走査 (scan) という.点 i の選び方によって，探

索の回数が変るので，そこに工夫が必要になる.dげが

すべて非負である場合を考えてみよう.

dijミ0

であるから，点 i が点 j に至る最短路の途中の点であれ

ば，

Vi~玉 Vj

382 (88) 
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図 S 点 3 からの探索

である.たとえば，図 3 では，

Va ;;;;五 Va ， va語句， V8~五 V5' ve喜三官7

である. この性質を利用して，値の小さい方から勺を

確定して，その点から探索を行なうと，探索の回数を少

なくすることができる.図 3 のネットワーグに適用して

みよう.

(1) 引を O に確定する.

Vj=∞ (j=2， 3， …， 7) として，点 1 からの探索を行な

う.

V2=v1+d12=50, 
VS=V1 +d1S= 30, 

t九=v1+d1.=80

となる(図 4 ). 

(IT) 値が確定していない勺(j=2，丸…，7)の中での

最小値を求めると，内=30 であるから Va の値を確定

する(とともに，最短路(1 ， 3) も確定する).次に，点 3

からの探索を行なうと，

ve=va+d回=30+50=80，

v.=va+du=30+40=70 

となる(図 5 ). 

(ill) 値が確定していない町(j=2， 4， 5， 6， 7) の中で

の最小値を求めると η=50 であるから ， V. の値を確定

し，点 2 からの探索を行なうと，

v5=v.+dz5=50+60= 110 

となる(図 6 ). 

以下，図 7， 8, 9 t;こに示すように，点 4 ，点 6 ，点 5

の!瞭に Vj の値を確定し，そこから探索を行なうと，す

べての点への最短路・最短距離が定まる. (最短路を構

成する木の最後の 1 本は，的=120 になったのが，点 6

からの探索であったことから求められる.)

上述したように， 値が小さい方から η を確定して，

オペレーションズ・リサーチ
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図 S 点 2 からの探索

その点から探索を行なうと (nー 1) 個の点から 1 回ず

つ探索を行なうだけでよい.この方法をダイクストラ法

(Dijkstra's algorithm) と L 、ぅ.

輸送計画問題では， dij として点 t から点 j へ 1 単位

の品物を運ぶときの輸送費をとることになるが，すでに

定まっている計画に新たに追加する場合には，経路の変

更により輸送量をいままでより減少させることも考慮に

いれる必要がある.点 i から点、 j への輸送量を減らすこ

とは，点 j から点 i へ負の費用で輸送すると考えられる

から ， dji く 0 となる. このように， 枝の長さの中に負

のものが存在すると，点 i が点 j に至る最短路の途中の

点であっても，

世i~三 Vj

が成り立っているかどうかわからないから，値の小さい

方から Vj を確定していくことはできない.そこで，一

度探索を終った点 j でも，点 i からの探索で， (4) が成

り立っていて，

Vj=Vi+dij 

としたときには，点 j からの探索を改めて行なうことに

する.

50 

図 8 点 6 からの探索
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図 7 点、 4 からの探索
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図 S 点 5 からの探索
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