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共役勾配法

矢部博東京理科大学
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本稿では，無制約最小化問題に対する有力な数値解法

の 1 つである共役勾配法について説明する.

1. 共役性とは

2 次関数

f(~)=(1/2)~TA~-bT~+c (1) 

を最小化することを考えよう.ただし， 3: ER叫主変数ベ

クトル ， A εR河川は正定値対称行列， bER叫主定ベクト

ル c は定数であり ， "T" は転置を表わす.

この関数を最小化する最も素朴な数値解法は，順次，

各座標軸方向にそって目的関数の最小化をくりかえす，

いわゆる緩和法であろう.緩和法はしかし，座標軸に対

する目的関数の位置によって，その効率がし、ちじるしく

異なる. 2 変数の場合を例にとれば，目的関数の等高線

の楕円が座標軸に対して，ななめに細く横たわる場合に

は図 1 (a) のように，なかなか最小点に近づかないのだ

が，一方において楕円の軸が座標軸と平行な場合や，も

ともと等高線が同心円の場合には，わずか 2 回 (n 変数

の場合なら n 回)の直線最小化で最小点に到達してしま

う(図 1 (b )).しかし，このことは逆に緩和法の考え方

が 2 次関数最小化のための合理的な方法を示唆してい

ることを意味する.すなわち行列をA=戸'P(PER"X穂)

と分解して， x=P~ と変数変換すれば x の空間では

(1 )の等高線は同心円になるから，緩和法によれば高々

n 回の直線最小化で最小点に到達することができる.こ

のとき 1 次変換された空間での直交性 (PU)T(Pv) ==0

は元の空間で

uTAv=O (2) 

を意味するから，結局 (2 )を満たす零でないベクトルに

沿って順々に 2 次関数の最小化をくりか

えしてゆけば，高々 n 回の探索で最小点

X , 

が得られることが期待される.

さて，零でないベクトル U， V が (2 ) 

を満たすとき u と P は (A に関して)

互いに共役である，あるいは (2 )の意味

で直交するという(図 2 ). 

共役方向の作り方にはいろいろある

が，本稿では 2 次関数(1 )の勾配ベクト

11.-

(a) 同心楕円の場合 (b) 同心円の場合 マf(~)=A~-b (3) 

U 

図 1 緩和法による 2 次関数の最小化
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(a) u と U はAに関して互いに共役である (b) Pu と Pv は互いに直交する

限 2 共役性と直交性の関係、
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を利用した共役勾配法

(Conjugate Gradient 法，

以下CG法と呼ぶ [1 ， 2J)

を紹介する. CG法l主連立

1 次方程式 (A~=b) の数

値解法として Hestenes

Stiefel ( 1952) が提案した

もので， Fletcher-Reeves 

(1964)によって一般の非線

形最小化問題への適用が試

みられた.その後，理論面

と実用面の両面で活発な研
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究が行なわれて今日に至っている.特に

近年では，たとえば原子炉の安全設計や

VLSI の開発などで扱われる非常に大

型な連立 1 次方程式に対する数値解法と

して CG法の系統が利用され，さらにス

ーパーコンピュータの普及ともあいまっ

てますます研究されている [4，目.

2. 共役方向の生成

では，どのようにして行列Aに関して

互いに共役な方向ベクトルを生成すれば

。

よいのであろうか.以下ではベクトル u と B の内積と

して

(U ,V)A=uTAv 

を導入し，内積(4 )の意味で互いに直交するベクトルを

Gram-Sehmidt の方法で生成することを考えよう.

まず次独立な 2 つのベクトル Vo と引が与えら

れている場合を考える.このとき引を Vo へ (4 )の意

味で正射影して得られるベクトルは rlOVO と表わされる

から ， d，=V， -rlOVO が (d"VO}A=O を満たすように係

数 rlOを決めれば

d，=町一 {(VO， V')A/(VO , VO)A}VO (5) 

が得られる(図 3 ).よって Vo と引を用いて ， (4) 

の意味で直交するベクトル do=vo と叫が生成され

た.ここで， Vo と引が張る部分空間を span [vo , v,J 

で表わせば， span[vo, v,J=span[do, d， J が成り立つこ

とに注意しておく.

次に span[do ， d，J に対して l 次独立なベクトル引が

与えられた場合を考える.このとき引を do， d， へ (4)

の意味で正射影して得られるベクトルはそれぞれ

r20d O, r20= ((丸町)A/(do ， do)A ，

r21d , , r21=(d"V2)A/(d"d')A 

で表わされるから ， r2odo+r21d， が V2 の span[do， d， J 上

。
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span (do , d 1) 

d2 

d1 

図 4 do， d， に共役なベクトノL- d2を生成する (R8の場合)

384 (70) 

span (vo) 

YlO vo 

図 3 vo と V1 から共役方向を生成する (RB の場合)

(4) 

への (4 )の意味での正射影になっている.したがって

d2=V2ー {(do. V2)A/(do, dO}A}do 

一 {(d" V2)A/( d" d1)A}d1 (6) 

が (4 )の意味で do と d， に直突するベクトルになる(図

4 ). 

以上の手11債を一般化すれば，順々に与えられるベクト

ル引に対して

do=vo, 

dk=UK-21{(ddk)A/(dhdt)A}dh 住 1 (7) 

によって共役方向が生成される.さらに図 3 ， 4 から明

らかなように，各 h に対して

span[vo ,…, vkJ=span[do,… , dkJ (8) 

が成り立つ.

3. 2 次関数最小化に対する CG法

前節で導いた共役方向の生成手順(7)の中で，毎回追

加されていく 1 次独立なベクトル内の選び方には自由

度があるが，標準の(Hestenes-Stiefel 流の) CG法

では，与えられた初期点的での最急降下方向ーマf

(xo) が Vo として選ばれる.そして h 回目の反復では，

dk 方向で 2 次関数を最小にする刻み幅 ak を選んで(こ

の作業を「正砲な直線探索J というが，以下では単に

「直線探索J と呼ぶことにする)，次の点を

Xk+1=Xk+akdk (9) 

とし，その点での最急降下方向ーマf(Xk+1) をむ刊に

選んでいく.そのさい，共役方向は(7)で生成されてい

くわけであるが，各晶に対して

マf(Xk+1)Tマf(町)=0， j=O, …, k (IO) 

が成り立つことに注意すれば (7 )の和の部分は非常に簡

単になり，新しい探索方向は

dk+1= ーマf(Xk+1l+ßkdk ， (11) 

ßk=dkTAマf(Xk+tl/dkTAdlc

で与えられる.ここで特徴的なことは，新しい探索方向
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dk+1 がその点での最急降下方向ーマf

(xk+d と前回の探索方向 dk の 2 本だ

けから生成されていくことである.これ

は初回で， vo=ーマf(xo) とおいたこと

が本質的に効いている.

また，んは 2 次関数に対していろいろ

と変形できていくつかの変種が考えられ

ており，特に次の 2 つの公式が有名であ

る.

( i )Fletcher-Reeves の公式

マ!(Xk+l)

xo+span Cdo,…, dk) 

xo+span Cdo, …, dk ) 上でのfの等高線
ßk= マf(Xk+d Tマf(Xk+l)/

マf(Xk)Tマf(Xk) ， (12) 
図 5 Xk+1 はアフィン空間 xo+span [do， …dkJ 上の最小点である

(日 )Polak-Ribi品re・Polyak の公式

ßk= マf(Xk+1 )T( マf(Xk+1) ーマf(Xk))/

マf(Xk)Tマf(Xk) ( 13) 

ただし一般の目的関数にCG法を適用する場合には，

hの選び方によって計算効率がかなり変わることがある

[3J. 

CG法の本質的な性質はマf(Xk+tlTdj=OU=O， …k)

が成り立つことである.すなわち順々に得られていく点

Xk+1 はアフィン空間町+span[do，… dkJ 上の f の最

小点、になる [3J (図 5). 

さらに式 (8 )と同様に span [do, …, dkJ= span [マf

(Xo) ， …，マf(Xk}J=span [マf(xo} , Aマf(xo} ,… , Ak 

マf(町}J が成り立つことも重要である. またCG法で

は，式 (9 )によって点列 {xd が生成されてL 、くわけで

あるが，図 5 の見方を変えれば，アフィン空間的+span

[マf(xo} ，…， AKマf(xo}J へ内積 (4 )の意味で最小点

Z市を正射影することによって次の点 Xk叫が生成され

るとも解釈できる [6J (図 6 ). 

図 5 と図 S のいずれの解釈にせよ，高々 n 回の手順で

x。

最小点が得られることが示され，特に行列UAの固有値が

重複していればL 、るほど，もっと早い時期に解が得られ

る [7J. こうした性質をもつことを考慮すれば， CG法

は直接法と反復法の折衷法ともみなせるであろう.

本節を終えるにあたって， CG法がどのようにして点

列と探索方向を生成していくかを 3 次元空間でながめ

てみよう.初期点的が与えられたとき，初回の探索方

向は do= ーマf(xo} である.ただし， ーマf(xo} は曲

面 f(x}=f(xo} に対する点町での接平面の法線ベク

トルで， f の最急降下方向である(図7).ここで do 方

向での直線探索を行なえば， 引が得られる.このとき

ベクトル do を延長した半直線は点引で曲面 f(x)=f

(x1 ) に接するから dOTマf(x1} =0 が成り立つ.よっ

て ， do の選び方よりマf(XO}Tマf(町}=O がL 、える.

次に 2 回目の反復を考えよう.初期点および 2 本のベ

クトル do ， マf(Xl} とで作られるアフィン空間的+span

[do, V f(x1} J で目的関数の等高曲面を切れば，その切

り口は図 S に示すような等高線になる. このとき ， do 

方向に適当に長さを調節したベクトルんdo と，点的

での最急降下方向ーマf(町)との

和から作られる新しい探索方向d1

は，このアフィン空間上でのfの

最小点叫を向いているので， d1 

方向で直線探索を行なえば点的

が得られる.図から明らかなよう

に span[do，マf(x1 } J=span[do, 

d1J が成り立ち，またマf(X2}

Xo 十 span Cdo) は部分空間 span[do，マf(x1}J と

直交するから

マf(X2}Tvf(xo} = マf(X2}T

図 6 x* の xo+span[doJ 上への射影として引を得る (R2 の場合) マf(xtl =0, 
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マf(x2) Tdo= マf(X2)Td1=O

が成り立つ(図 8 ). 

さらに 3 回目の反復では d1 方

向に適当に長さを調節したベクトル

ßldl と，点 x2 での最急降下方向

ーマf(xa ) との和から作られる新し

い探索方向 da は， アフィン空間

町+span[do. dlJマf(X2) J上でのf

の最小点，すなわち全空間でのfの

最小点 x* を向いている.したがっ

て d2 方向の直線探索によって解

が得られるから . CG法が終了する

(図 9 ). 

4. 大型の連立 1 次方程式

に対する CG法

行列 Aが正定値対称ならば. 2 次

等高曲面f(x)=f(xo )

/-.l:X O て・のf(x)=f(xo )
の接平面

図 7 CG法の 1 回目の反復

関数( 1 )を最小化することと連立 1 次方程式 Ax=b を (L・lAL-T) (LTx) =L-lb (14) 

解くことが同等になるので，ここでは大型の連立 1 次方 なる連立 1 次方程式を解くことを考えてみよう，このと

程式に実際にCG法を適用する場合の工夫について少し き係数行列 L-1AL-T の固有値はかなり密集(正確にコ

触れておこう.ただし実際の数値計算では丸め誤差の影 レスキー分解すれば固有値はすべて 1 )しているだろう

響などで必ずしも n 回の手順で解に到達できるとは限ら から. CG法を適用すれば少ない探索回数で精度の良い

ない. 近似解が得られるであろう.この方法は頭文字をとって

行列 A の固有値に重複があるときや密集閤有値があ ICCG 法と呼ばれている日].このような前処理 (Pre-

るときには. CG法は n 回より少ない探索回数で十分精 conditioning) を組み込んだCG法を総称して PCG 法

度のよい近似解を見つけることができる.そこでAx=b と呼んでおり，近年ではスーパーコンピュータに PCG

をまともに解く代わりに，何らかの前処理を行なって， 法をL、かにうまく組み込んで計算効率を上げるかが盛ん

係数行列が密集固有値をもつような問題に変換しておい に検討されている [5].

てからCG法を適用すれば，効率が上がることが期待さ さらに係数行列 A のE定値性が崩れた方程式や，行

れる.たとえば AキLLT (L は適当な下三角行列)と不 列 A が対称ですらないような方程式にも CG法の系統

完全コレスキー (Incomplete Cholesky) 分解して が適用され. BCG (Biconjugate Gradient) 法や CR

388 (72) 

ょ。 +span Cdo • マf(x
1
)) (Conjugate Residual) 法などが

:J二のfめ等高線 考案されている臼， 6J. こうした

xo+span Cdo) 

図 8 CG法の 2 回目の反復

解法は単なる理論にとどまらず，

今後ますます実用化されていくこ

とであろう.
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Xo 十 sp叩 (do， d ,) 

xo+span Cdo) 

図 9 CG法の 3 回目の反復
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