
1111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 

Gradient と Subgradient

福島雅夫京都大学
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1. 関数のグラフと勾配

関数の勾配 (gradient) とは文字どおりある点でその

関数がどの方向にどのくらい傾いているかを表わすもの

である.まず微分法の教科書でよく見かける 1 変数関数

のグラフから考えてゆこう(図 1 ).関数 f(x) が x=a で

微分可能なとき，点A=(a.f(a))を通り徴分係数df(a)j

dx を勾配とする直線

百=f(a)+ (df(a)jdx) (x-a) 
を，点Aにおける fのグラフの接線と呼び，その勾配を

関数f(x) の点aにおける勾配と定義する.図 1 では接線

はその名の通り点Aでfのグラフと 1 点で接しているが，

一般には必ずしもこのように“きれい"な関数ばかりで

はなく，上式で与えられる直線はfのグラフと x=a を

含むある区間で重なったり，または何度も交差する場合

がむしろ普通である.

ここで， fの勾配に対するもう l つの特徴づけを行な

っておこう.一般に，直線や平面に垂直なベクトルを法

線と呼ぶ.図 1 において，ベクトルABは E成分がー 1 で

あるような接線に対する法線ベクトルを表わしている.

そのとき ， ABの z成分が勾配 df(a)jdx に等しいこと

は明らかであろう.このようにして接線に対する法線か

ら勾配を特徴づける考え方は，もっと一般的な勾配を考
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図 2 2 変数関数のグラブと等高線
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図変数関数の接線と勾配

えるときに役立つ.

図 2 の曲面は 2 変数関数f(Xh X2) のグラフを立体的

に描いたものである.このグラフをいくつかの水平な平

面で切った切り口を XIX2 平面(以下 z 平面と呼ぶ)に投

影したものが関数fの等高線である.関数f(x) を点 x=

a において(全)微分可能と仮定し，勾配ベクトルマf(α)

を

マf(a)= (iJf(a)jiJxh iJf(a)jiJx.)T 
で定義しよう (T は転置を表わす).そのとき，点 A=

(a.J (a))における fのグラフの接平面は

y=f(a) + マf(a)T (x-a) 

=f(a) + (iJf(a)jiJxl) (X1-al) 
+(iJf(a)jiJx2) (X2-a2) 

で与えられる.これは関数fのグラフが点Aにおいて列

方向に iJf(a)jiJxh x2 方向に iJf(a)jàx2 だけ傾いている

ことを示している.たとえば，点Aを通り x1 軸に垂直な

(すなわち X2Y 平面に平行な)平面でfのグラフと接平面

を切った切り口はちょうど図 1 のような形になり，その

接線の傾きが偏微分係数 àf(a)jiJx2 に等しい.

それでは， fのグラフに対して勾配ベクトルマf(α) は

オベレーションズ・リサーチ
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



どのように表わせばよいであろうか.図

3 を見てみよう.ベクトルAB は y成分

がー 1 であるような接平面に対する法線

である. 1 変数の場合と同様に考えれば

AB=(マf(a) ， -I)

という関係を得る.すなわちベクトルA

Bを z 平面に投影して得られるベクトル

がVf(a) に他ならない.

図 4 は図 3 の Z平面を取り出したもの

である.このように，微分可能な関数に

対しては勾配ベクトルは等高線に垂直で

あり関数値の増加率が最大となる方向を

表わしている.また， f の関数値が減少

する方向すなわち降下方向は勾配ベクト

ルと鈍角をなすこともわかる.

3 変数関数f(Xt. X2. Xa) に対しては最

早そのグラフを描くことはできないが，

関数fの z 空間における等高面，すなわ

ちある定数 h に対して f(Xt. X2 xa) = k 

となるような点からなる曲面と勾配ベクトルの関係を見

ることはできる.図 5 は，関数fが点 x=a において徴

分可能ならば，勾配ベクトル

マf(a)= (�(a)j�"�(a) /òx2, òf(a)jòxa)T 

は x=a を通る等高面(の接平面)に垂直であり，さらに

fの降下方向はマf(a) と鈍角をなすような方向であるこ

とを示している.

2. 微分不可能関数と劣勾配

上に述べた勾配の概念を微分不可

能な関数に対して拡張しようとする

試みは，特に最適化理論の分野で近
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図 4 2 変数関数の等高線と勾配ベクトル
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図 3 2 変数関数の接平面と勾配

年活発に行なわれている.以下ではそれらの代表的な考

え方を簡単に説明しよう.まず， ~、くつかの用語を定義

する.関数f(x) に対して，そのグラフより上にある点

の集合{ (x ， 官)Jy ~f(x)} をfのエピグラフと呼ぶ.集

合 S と点 ZES に対して

ρT(X-Z) 孟 o VXES 

を満たすベクトル P を点 z における Sの法線と呼ぶ(こ

れは上で用いた直線や平面に対する法線の定義の拡張に

なっている).

f(ぉ)=k

図 5 3 変数関数の等高商と勾配ベクトル
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1 変数関数から始めよう.ここでは以下に

述べる多変数関数の場合も含めて，関数は逮 百

続かつ各点で任意の方向に関して方向微分係

数をもつものとし，さらに微分不可能な点で

は常にグラフは“下に"尖っていると仮定す

る.つまり，グラフのカド点は図 B の点Aの

ような形をしており，点C のようなものは含

まれないとする.そのとき，任意の点におい

て“左微分係数孟右微分係数"なる関係が成

立する.

そこで，点 A=(a，f (a)) を通り傾きが左

微分係数と布微分係数の範囲にあるすべての 。

直線を点Aにおける fの接線とみなし，それ

らの各直線の勾配をfの勾配(のようなもの)

と考えて，関数 f(x) の x=a における劣勾配

(subgradient) と呼び，その全体の集合を ôf(a) で表わ

す.

次に劣勾配のもうひとつの特徴づけを示しておこう.

関数fを点Aにおいて左右両方向を別々に 1 次近似した

関数のエピグラフは点Aを頂点とする凸錐になる(図6の

斜線部分).これを関数fのエピグラフの点A における接

錐と呼ぶ.この接錐の法線で g 成分がー l であるような

ものを任意に選べば(図6のベクトルAB) ， 微分可能な場

合と同様，その z成分はfの x=a における 1 つの劣勾

配になっている.よって，これを劣勾配の定義とするこ

y=f(x) 

x , 

図 7 2 変数関数の接錐と劣勾配
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図 6 変数関数の接錐と劣勾配

とも可能である.実際，多変数関数に対して劣勾配の概

念を拡張する場合には，むしろこの考え方のほうがわか

りやすい.

2 変数関数f(XhXZ) を微分不可能点 x=aを中心とし

て各方向ごとに 1 次近似した関数のエピグラフは，図 7

に示すように点A=(a，f (a)) を頂点とする錐になる.こ

れをfのエピグラフの点Aにおける接錐と呼ぶ.ここで

1 変数の場合と同じように，この接錐の法線で官成分が

-1 であるような任意のベクトル(たとえば，図 7 のベ

クトルAB) の z 成分を関数fの x=a における劣勾配と

定義し，その全体からなる集合を ôf

(a) で表わす.集合 ôf(a) は常に閉

凸集合である.

図 8 は Z平面での fの等高線と劣

勾配ôf(a) の関係を表わしたもので

ある.微分可能な点 x=a において

は勾配ベクトルの逆方向ーマf(a) は

最急降下方向であったが，微分不可

能な点においては劣勾配ベクトルの

逆方向は必ずしも fの降下方向とは

ならないことが分る.しかしながら

x
2 

ôf(a) のなかで大きさが最小である
---i酢

ようなベクトル(図 8 のベクトルd)

に対しては，その逆方向はfの最急

降下方向になっていることも確かめ

られる.

劣勾配と L 、う概念はもともと凸関

数に対して考えられたものである
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が，上で述べた劣勾配は凸関数のそれに

対する自然な拡張になっており(非凸関

数に対する劣勾配を凸関数に対するもの

と区別して一般勾配 (generalized graｭ

dient) と呼ぶこともある)， さらに，よ

り一般的な関数に対してもさまざまな劣

勾配の拡張がなされている.また，本稿

では数式や記号の使用をできるだけ避

け，直観的な説明に主限をおいたため，

数学酌Jこ厳密さを欠く表現を用いた部分

が多い.より詳しい説明は下にあげた文

献[IJ一白]などを参照していただきた

¥'>. 
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図 8 2 変数関数の等高線と劣勾配
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