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双対問題とは?
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1.はじめに

線形計画法(以下LP と略称する)を勉強すると，必ず

出てくるのが双対定理である.たとえば，次の最大化問

題

最大化 cTx 

[P] 条件 Ax;:::>b 

x;:;;O 

が与えられたとき，この問題に対応して最小化問題

最小化 bTy 

[D] 条件 ATy<;;C 

y<;;O 

が定義され，前者の問題[P]が主問題，後者の問題[D]

が[P]の双対問題と呼ばれる.問題[P] と問題[D]は互

いに表裏の関係にあり， [D]を主問題と考えればその双

対問題は[P] となる.

このとき，上の 2 つの最適化問題[P] と [D]の間に以

下の定理

双対定理 | 

(1)主問題[P]とその双対問題[DJがともに許容解|

をもつならば，それぞれの問題に目的関数の値が|

有限な値をもっ最適解が存在する.またそのとき i

それらの最適解での目的関数の値が互いに一致す|

る

(2) 主問題[P]が非有界ならば双対問題[DJに許容

解が存在しない

(3) 双対問題[D]が非有界ならば主問題[P]に許容 l
解が存在しない

が成立することが知られている.

なお，主問題[ P](双対問題[DJ)が非有界とは目的関

数の値を限りなく大きく(小さりする許容解が存在する

ことである.この双対定理や双対問題の経済学的解釈に

ついては，ごく初歩的な線形計画法の教科書に書かれて

いるので読まれたこともあろうし，また学生時代に講義

で聞いた覚えのある諸氏も多いことであろう.

ところが不思議なことに，

『問題[PJの双対問題が，なぜ[D]の形で定義される

のか?.ll

1987 年 6 月号

『等号制約の問題に対する双対変数に，なぜ非負条件

がつかないのか?.ll

『一方の問題が非有界のとき，なぜ他方の問題に許容

解が存在しないのか?.ll

について，やさしく記述した教科書に出会ったことがな

し、.

そこでこの小文では，双対問題[D]が主問題[P]の空

間から見てどのような関係にあるのかを幾何学的に説明

してみようと思う.

2. 簡単な例題

具体例として，次の

主問題[P]:

最大化 Xt+ 2 X2 

条件 Xt+ 4X2~玉 32

5 Xt+ 2 X2孟 34

2 Xt- X2~五 10

Xt ;;; 0 

X2 註 O

(0) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

を考えてみよう.主問題[P]を X1 -X2 の 2 次元平面に図

示すると図 1 のようになる.破線 Loが目的関数の債が一

定になる点 (Xtt X.) 集合であり，制約条件式 (1)-(5) は

それぞれ直線 Lt-L5 の片側の領域を示しているから，

直線 Lt-L5 で固まれたアミカケの凸多角形 S が主問題

[PJの許容領域となる.

図から明らかなように，最適解が直線 Lt と L. の交点

P=( 4 ， 7) で与えられ，そのときの目的関数の値が18で

あることがわかる.

もちろん， [PJの双対問題は

双対問題[D] : 

最小化 32Yt+ 34y.+ lOYs 
条件 Yt + 5 Y.+ 2 y ,;;; 1 

4Yt+2Y2- y，ミ 2

Yt ミ o

Y2 ;;; 0 

仇;;;0

(0') 

(1') 

(2') 

(3') 

(4') 

(5') 

となり，双対問題[D]の最適解は (4/9， 1/9， 0) である.

(15) 309 
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



ニC2

X , 

図 1 主問題[PJ

なお話を簡単にするため，以下の議論では主問題[PJ

の許容領域S が S キゆ，すなわち主問題に許容解が存在

すると仮定しておく.また，あわせて非退化の仮定もお

くことにする.

3. 制約条件式の合成

さて，制約条件式(1)と (2) を加えてできる新たな l 次

不等式

x ,+ 4X2;;;三 32
+) 5x,+ 2X2 主.34

6 X,+ 6X2壬 66 (6) 

を考えてみよう.この新しい不等式を図示すると，図 2

(a) のように交点Pを通る傾きがー 1 の直線H，を境界と

する許容領域側の半空間となる.

次に，制約条件式 (1) に (4/9) 倍の重み，制約条件式 (2)

に (1/9) 倍の重みを課して加えると，新たな l 次不等式

X,+ 4X2三 32 X (4/9) 

+) 5x,+ 2x2;;;>34 X(I/9) 

X,+ 2 X2豆 18 (7) 

が得られる.同様に，この新しい不等式を図示すると，

図 2 (b) のような，これまた交点 Pを通る傾き(ー 1/2) の

直線H2を境界とする許容領域側の半空間となる.

一般に，このようにして他の制約条件式の線形結合か

ら導かれる新たな制約条件式は合成制約式と呼ばれてい

る.合成制約式を作るとき，各制約条件式に課する重み

310 (16) 

をいろいろ変えてみると，どうなるであろうか?

(性質 1 )制約条件式 (1)に叩1倍 (w，ミ 0) の重み，1fjiJ約条件

式 (2) にW2 倍 (W2孟 0) の重みを課して加えてできる合成

制約式は，交点Pを通り，傾きが直線L，と L2 に挟まれ

た直線を境界とする許容領域側の半空間となる

次に，制約条件式 (1)に (5/18) 倍，制約条件式 (2) に

(1/18) 倍，制約条件式 (3) に (4/18) 倍の重みを課して加

えると，新たな l 次不等式

X,+ 4X2三五 32 X (5/18) 

5x,+ 2X2壬 34 X (1/18) 

+) 2x,- X2手 10 X (4/18) 

x ,+ X2~玉 13 (8) 

が得られる.同様に，この新しい不等式を図示すると図

2 (c) の直線 Hs を境界とする許容領域側の半空間とな

る.再び，各制約条件式に課する重みをいろいろ変えて

みると，どうなるであろうか?

(性質 2 )制約条件式 (1) にW，倍 (w，註 0) の重み，制約条件

式 (2) に叩2倍 (W2孟0) の重み，制約条件式 (3)に叩a倍 (Wa

~O) の重みを課して加えてで、きる合成制約式は，許容領

域S の内部と交わらず，かつ三角形PQRの一部を通り，

傾きが直線 L，からLa に挟まれた直線を境界とする許容

領域側の半空間となる.

変数 Xh X2 の非負制約式 (4) ， (5) も制約条件式の l つ

であるから，式(1) -(5) の各式に叩4倍 (Wi逗 0， i=l , …, 

5) の重みを課して，他の式に加えた式

X2 

X, 

(a) 

図 2 合成制約式
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X2 

Xl 

L. 

(b) 

X2 

(d) 

X1+ 4 X2豆 32 XW1 

5 X1+ 2 X2~玉 34 XW2 

2 X1- X2~玉 10 xWa 

-X1 話。 Xw‘ 
+) X2話。 XW5 

(W1+ 5w2+2waー叩.)x1+(4即1+2叩2-waー叩5)X2

話 (32w1+34却á1Owa ) (9) 

X., 

x , 

(c) 

X2 

数

L

j

f

 

仏
札L

 

L
 

-
U
 

Y
寸

1
・J
 

X, 

(e) 

号の向きが変わらないように常に“非負"でなければな

らないことがわかる.

いま ， (w"叩2 ， WS ， 叩4 ，w5) = (1/8.0， 0， 25/8， 12/8) と

すると，合成制約式は

-3 X1-X2~五 4

となる(図 2 (d) 参照). (w"w2, w a w.，叩5)= (1/3, 1/3, 

0 ， 1 ， 0) とすると，

X1+ 2 X2;三 22を考えてみよう.

ここで注意すべきことは，不等式の加算を行なうには

不等号の向きを揃えておく必要があることである.この

ため，上の例では，式 (4) ， (5)の両辺にあらかじめー性質 3 )このようにして得られる合成制約式 (9) は，叩h

を掛けて不等号の向きを揃えておいた.このような調整 叩h叩S， W4 ， W5 の値 (Wi三 0) のいかんにかかわらず，主

がなされているとすると，各式に課する重み叩t は不等 問題[PJの許容領域S の内部と決して交わることはない

となる(図 2 (e) 参照).

1987 年 6 月号 (17) 311 
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X2 

Q 

図 3 さまざまな合成制約式

超平面Hを境界とする許容領域を含む側の半空間となる

(図 3 参照).

主問題[PJの許容領域S が常に (9) 式で与えられる半

空間に含まれることは，

(Xt. X2) が制約条件式 (Xt. X2) が合成制約式
。

(1) -(5) を同時に満たす (9) を満たす

が成立することから明らかであろう.

すでに気づかれたように， (性質 1 )パ性質 2 )は(性質

3) の特別な場合である. (9)式において ， (Wr, W 2, W a, W"  

即，)=(1 ， 1 ， 0 ， 0 ， 0) とすれば (6)式が， (Wh W2 ，却a.w"w，)

X2 

立本歩
引
刈
川

戸
/
/
川

大
川L

 

A2平副H

6x, +6X2 二 66

x , 

(a) 

= (4/9, 1/9, 0 , 0, 0) とすれば (7)式が， (Wh W2 , ws, W" 

w ,) = (5/18, 1/18， 4/18， 0.0) とすれば (8)式が導かれる.

また，図 2 において， (a) , (b) の合成制約式と (c)-(e)

の合成制約式との間には大きな違いがある. (a) , (b) の

合成制約式に対応する超平面は許容領域S に接している

のに対して， (c)-(e) の合成制約式に対応する超平面は

許容領域 S に接していない.このような違いが生じる原

因は何か?

(性質 4 )図 3 において，合成制約式 (9)に対応する超平面

Hが許容領域S と接するときは，その接点を構成するの

に有効な S の制約条件式に対する重み Wi のみが正の値

をもっ.

4. 合成制約式を用いた緩和問題

次に，主問題[PJにおいて 5 本の制約条件式(1)- (5) 

を.上のようにして合成した l 本の制約条件式 (9) で置き

換えた

緩和問題[P'J:

最大化 Xl+ 2X2 

条件(wt+ 5叩2+2wa-w，)x1+ (4w1+2w2-WSー却， )X2

話 (32w1十 34即2+10ws) 

を考えてみよう.この意味で合成制約式 (9) は代理制約式

と呼ばれることもある.緩和問題[P'Jで注目すべきこと

は，変数(Xt. X2) の非負条件がないことである.

X2 

1M 1-1 

X , 

(b) 

図 4 さまざまな緩和問題[P'J

オペレーションズ・リサーチ312 (18) 
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X2 

起i平副 H

Xl 

(c) 

緩和問題[pつを図示すると，重み (Wh W2 , W a, w.. W.) 
の値によって，図 4 (a)-(e) に示すようなさまざまなタ

イプの問題が生成される(それぞれ図 2 の (a)-(e) に対

応).たとえば，重みが (Wt， W2 ， Wa・叩4 ， W.) = (1 , 1, 0, 0, 

0) のときは

最大化 X1+ 2X2 
条件 6Xl+6x2~五 66

となる(図 1 (a) 参照).緩和問題[Pつの許容領域は，点

P を通る傾き一 1 の超平商Hの S を含む側の半空間であ

る.

同様に， (wh四2，加a ， W4，叩.) = (1/9， 1/9， 0 ， 0 ， 0) のとき

はω

最大化 Xl+ 2 X2 

条件 Xl+ 2 X2手 18

となる(図 1 (b) 参照). (wh W2 , w a, W 4, W.) = (5/18, 1/18 

1/18， 0 ， 0) のときは

最大化 Xl+ 2X2 

条件 Xl+ X2~五 13

となる(図 1 (c) 参照). (wh W z, W3 ， 却h 叩.)= (1/8, 0, 0, 

25/8， 12/8) のときは

最大化 X1+ 2 X2 

条件 -3 Xl- X2壬 4

となる(図 1 (d) 参照). (wt，叩2 ， WS , W4 , W.) = (1/3 , 1/3, 

0， 1 ， 0) のときは

最大化 引+ 2X2 

条件 Xl+ 2 X2豆 22

となる(図 1 (e) 参照).

1987 年 6 月号

X2 

X , 

(d) 

X2 

X , +2x2=22 

Q 

X, 

(e) 

図 1 (a)....(e) のいずれの場合にも，合成制約式が与え

る半空間は主問題[PJの許容領域 s (手引を含むから，

主問題[PJの任意の許容解 X= (Xt， X2) εS は常に緩和

問題[P'Jの許容解となる.よって，主問題[PJが許容解

をもつなら緩和問題[Pつも常に許容解をもっ.

(性質 1 )緩和問題[Pつは許容解をもっ.

一方，図 1 (a) パc) パd) のような場合には，合成制約

式の傾きと目的関数の傾きが異なるため，緩和問題[P'J

に目的関数の値が有限な最適解が存在しない.すなわち

(19) 313 
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緩和問題【 Pつが非有界である.しかし、図 4 (b) , (e) の場

合には合成制約式の傾きと目的関数の傾きがちょうど一

致し，この場合には緩和問題[Pつに目的関数の値が有限

な最適解が存在する(合成制約式 (9)に対応する超平面H

上の点がすべて最適解となる).

逆に，緩和問題 [Pつが有界となるためには，合成制

約式 (9) の各係数が対応する目的関数の係数に等しくな

るように，重み (Wh W2 , wa, w" W5)を決める必要がある.

最小化 32仇+34Yá 1OYa (0') 

条件 仇+ 5 Y2ー 2 仇注 1 (1') 

4Yl+ 2Y2- Ya~ 2 (2') 

Yl ミ孟 O (3') 

Y2 孟 O (4') 

Yaミ 0 (5') 

となる.これは，とりも直さず 2 節で与えられた双対問

(性質 5 )緩和問題 [Pつに目的関数の値が有限な最適解 題[D]に他ならない.そして，消去された変数w"Wsが，

が存在する必要十分条件は，次の連立 1 次不等式 不等式 (1') ， (2') に対するスラック変数であることはも

Wl+ 5 W2+ 2 Wa-W. = 1 

4w1+ 2 却2一世 -W5= 2 (10) 

Wh  W2， 叩s，叩.，叩sミ~ 0 

が解(Wh却2. 叩a.却h即5) をもつことである.

5. 最強の緩和問題と双対問題

前節で図示した緩和問題[Pつに関して，図 4 (b) の場

合には最適解での目的関数の値が18であり，図 4 (e) の

場合には最適解での目的関数の値が22 となる.

このように緩和問題 [Pつが有界であるための必要十

分条件 (10) を満たす重み(叩1tW2，却a， W"W5) であって

も，その値によって緩和問題 [P'] の最適な目的関数の

値は異なる.

(性質 6 )震み (Wh 却2 ， Wa , w. , ws) が (10)式を満たすと

き，緩和問題[Pつの最適な目的関数の値は合成制約式の

右辺定数 (32w1+ 34w2+ 10ws) に等しくなる.

それでは次に，主問題[P]に対して緩和問題[Pつがも

っとも“きつい"緩和となる場合，すなわち『緩和問題

[Pつにおいて，最適解での目的関数の値がもっとも小さ

くなるような重み(叩h W2 ， 叩a ， W..，即5) の与え方は何か

?.!1とし、う問題を考えてみよう.この間への答えは，す

でに明らかなように，次の最小化問題

最小化 32wl+ 34叩'2+IOws 

[D'] 条件 叩1+ 5W2-2wa -w. 

4Wl+ 2W2一切s 一切5=2

W {t W2 ， 叩8，叩.，卸5ミ0

の最適解を求めることである.

問題[Dつにおいて，等号制約式と変数 W.. ， Wsの非負条

件から，変数回.c， Ws を消去し，変数W.， W2， WS をあらた

めて Yl ， Y2 ， 仇と書くことにすれば，

314 (20) 

う述べる必要もないであろう.

6. おわりに

このように見てくると， LPの双対問題[D] とは，

『主問題[P]の各制約条件式にある重みを課して合

成するとき，合成制約式の傾きが目的関数の傾きに

等しくなるような重みの中で，もっともきつい合成

制約式を与える重みを求める問題』

ということになる.

あるいは，

『主問題[P]の最適解を構成するのに， [P]の各制

約条件式をどの程度の重みで評価すればよいの

か?.!1

に答える問題ということもできょう.

双対問題[D]の最適解が (YhY2 ， Ya) = (4/9.1/9， 0) で

あることは，図 1 において主問題[P]の最適解P=(4， 7)

を構成するのに直線L1を重み (4/9) で，直線L2を重み (1/

9) で，直線Lsを重み o (直線Laは不要)で評価すればよい

ことを示している.そして， (1') ， (2') 式のスラック変数

が即'，=叩5=0 であることは，直線L.， L5も主問題[P]の

最適解Pを構成する上で役立たないことを意味している

(相補性).

また，主問題[P]の制約条件式の不等号の向きを変え

ないために，各制約条件式に課する重み叫が非負である

ことを要求した.もし主問題[P]の制約条件式に不等号

制約でなく等号制約のものがあれば，制約式を合成する

とき等号制約に課する重みが負であっても全体の不等号

の向きに関係しない.このことが，

『等号制約に対する双対変数には非負条件がつかな

し、』

ことの説明となる.

最後に，主問題[P]が許容解をもつが非有界である場

合を考えてみよう.たとえば，

オベレーションズ・リサーチ
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(a) 

図 5 主問題[PJが非有界

主問題[PJ:

最大化 Xl+ 2 X2 (11) 

条件 2Xl- X2豆 10 (12) 

Xl ~O (13) 

X2<;; 0 (14) 

と

双対問題[D] : 

最小化 10YJ 

2Yl<;; 1 

- Yl<;; 2 

Yl孟 O

( 11') 

(12') 

(13') 

(14') 

L1 

Xl 

を考えてみよう.明らかに，図 5 (a) に示すように主問

題[P]は非有界となり，その双対問題[D]は許容解をも

たない.

主問題[PJの制約条件式(12)-(14)式に重み(加.， W2 ，

Wa ) ミ 0 を課して加えてできる合成制約式は，図 5 (b) に

示すように，許容領域S の内部に交わらず，傾きが直線

LJ-La に挟まれた超平面Hの許容領域S を含む側であ

る.よって，重み (Wh卸2 ， wa) ミ O を課して加えてでき

る合成制約式を用いた
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条件 ( 2 加1一切2)引+ (-w1 -WS)X2孟 10加1

は，どのような重み (Wt， W2. Wa) 孟 O に対する合成制約

式の場合でも非有界となってしまうことがわかる.

(性質7)主問題[PJが非有界ならば. t 、かなる重み(即h

却'2 ， WS ) ミ O に対しでも緩和問題[Pつが非有界となる.

(性質 8 )緩和問題 [Pつが非有界であることの必要十分

条件は，次の連立次不等式

2ωl-W2 

- w , -wa= 2 (15) 

加l' W2' Wa註 O

に解(W"W2， Wa)が存在しないことである.

性質 5 に対応して上記の性質 8 が成立するので，結局

主問題[PJが非有界のとき，次の性質を得る.

(性質 9)主問題[PJが非有界ならば， (15)式を満たす解

(Wt， W2 ， Wa) が存在しない.すなわち，双対問題[D]に許

容解が存在しない.
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