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選挙区議員定数問題の数理

大山達雄
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選挙区議員定数問題の中心課題は，与えられた

総議員定数を各選挙区にそれらの有権者数の分布

にもとづいて“公平 (fair) "に配分することであ

る. 19世紀以来多くの法律家や数学者がこの問題

に関心をもち，特に米国では各州、|の下院議員定数

を割当てる，いわゆる議員定数配分問題(Appor

tionment Problem) として，現在に至るまで

学問的そして実際的にも活発な議論がなされてい

る.本稿では議員定数配分方法の理論を整理し，

さらにはそれに対するゲーム理論の立場からのひ

とつの見方を紹介する.

1 議員定数配分方法の理論

総議員定数と各選挙区の有権者数が与えられた

時に，各選挙区に議員定数をできるだけ“公平に"

配分する方法を求めるのが議員定数配分問題であ

る.

いま選挙区 i E S= {1, 2，… ， N} の有権者数が ρz

人で総議員定数がK人である時，この選挙区 i に

割当てられる議員定数 qiは，理論的かつ理想的に

は

qi= 色互_ �iK 
'-:E �i --P 

ie8 

)
 

1
 

• 1
 

(
 

ただし P=:E �i 
ie8 

(1. 2) 

となる.これを選挙区 i の理塑塾且定埜と呼ぼう.

しかし，現実の議員定数 di はそれ自身が正整数
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であって，かつ総議員定数がK(正整数)でなけ

ればならないという制約があるので， dtを理想議

員定数 qtに一致させることができないのが普通で

ある.われわれの問題を数学的に述べると，

「条件::E di=K (¥.3) 
tεS 

di>O， 整数， i E S={ 1, 2, …, N} (1.4) 

の下で，それぞれの選挙区 i E S の議員定数めを

理想議員定数 qàこで、きるだけ近くなるように定め

ること j

となる.数学的にはこれだけの問題であるし，ま

た整数組合せの数もさほど多くはない.“公平"

の意味さえはっきりすれば，解法は困難ではない

はずであるが，その公平の意味に数学的な表現を

与えること自身がきわめて困難なのである.一見

妥当と思われる公平さの数学的表現にもとづいて

数学者が解法と解を与える.しかし，それが多く

の人々から見てどうもしっくりゆかず，ある種の

“矛盾"さえ発見されることがある.多くの人々

の利益にもかかわる.少数者も尊重きれなければ

ならない.したがって，このような欠陥が容認さ

れることはなし公平さの数学的表現が再び探し

求められることになる.このようにして数学者を

はじめとする多くの研究者がこれまでの長い期間

にわたって詳細な検討を加えてきた([ 1, 2J参照). 

実際，議員定数配分問題は，ただ単に数学的に

興味のある問題であるというだけではなく，米国

においてその例が見られるように，現在に至るま

で過去 200年ものあいだ米国各州の下院議員定数
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を実際に定める問題として検討が加えられ，種々

の提案がなされている.そのあるものは採択さ

れ，また一方では何らかの“欠点"が発見される

たびごとに，改訂が行なわれているのである.

こうし、う軒余曲折の結果，最近では，すべての

“望ましい"性質をもつような議員定数配分方法

の存在を疑う声も出ている(完全に証明されてい

るわけではない). このように議員定数配分問題

は根本的な意味で数学的なむずかしさを内包する

問題であるので，将来とも多くの研究者によって

いろいろな研究が行なわれていくであろう.

以下に紹介する議員定数配分方法は，それらの

評価基準に関連して，大きく次のような 3 種類に

分類することができる.

1. 剰余数にもとづくもの

2. 除数にもとづくもの

3. 比率にもとづくもの

上の各々に対応して，さらにいろいろな議員定

数配分方法が提案されており，それらの中には実

用に供されているものも少なくない.また一方で

は，独立に提案された配分方法が，それらの数学

的構造を調べてみると実は密接な関連を有するこ

とが判明した場合もいくつかある. (これらについ

ては後に詳述)

この章では，これまでに提案され，あるいは実

際に実施された議員定数配分方法を紹介し，それ

らの問題点などについても述べることにしよう.

1.1 剰余数系配分方法

(a) 最大剰余数法

最大剰余数法 (Largest Fraction Method) 

は議員定数配分問題に対してまず考えられる簡単

な解決方法である. 1791年に A. Hamilton によ

って提起されたことから Hamilton法とも呼ばれ

ている.実際にも米国議会で 1851年から 1910年ま

で採用されており，これを実施した議員の名にち

なんで Vinton 法と呼ばれることもある.

この方法では，まず各選挙区 i E S に Lq;J (qi 

を越えない最大整数)人の議員定数を割り当てる.
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一方，総議員定数がKであることから，あと K

L: Lq;J人 (L:は L: iSを表わす.今後加算記号中の

i E S は省略する)だけの追加配分をする必要があ

る.そこで qiー Lqd ， i E S を大きい順に並べ，上

の方からK- L: Lqd 個の選挙区に 1 人ずつ議員定

数を追加するのがこの方法の手JI買である.

なお最大剰余数法においては，以下の関係が成

立する.

O ;?， qiー LqtJ <l ， iES (1.5) 

L: LqtJ豆K< L: (Lqd + 1) = L: Lqd +N 

(1.6) 

(1. 6) 式から K- L: Lqd<N が得られるので，

議員定数を 1 名分追加される選挙区はNー 1 個以

下であることがわかる.最大剰余数法の考え方は

他の方法とも独立しており，手法的な他のパリエ

ーションもないようである.

1.2 除数系配分方法

議員 1 人が何人の有権者を“代表"すべきかと

いう量(以下に述べるえがこれに相当する)を設

定し，それにもとづいて各選挙区の議員定数を決

定するというのが除数系配分方法の基本的な考え

方である.これには上記の量 A にもとづいた各選

挙区の議員定数の定義の仕方に関して以下に紹介

するような 2 つのパリエーションがある.

(a) 最大除数法

最大除数法 (Method of Greatest Divisors) 

は 1792年に米国の Thomas Jefferson によって

採用されたことから Jefferson 法とも呼ばれてい

る.またヨーロッパでは，その最初の提案者とさ

れている 19世紀のベルギーの数学者の名前をとっ

て d'Hondt 法と呼ばれることもある.

1 人の議員が“代表"する有権者数をえ(必ず

しも整数ではなL、)とすると，各選挙区 i の議員

定数はか/λで与えられる.えの変化に対して Pi/え

がどのように変化するかを見ょう.いま簡単のた

めにN=2 として，横軸を選挙区 1 ，縦軌を選挙

区 2 の議員定数としよう.このとき，平面上の点、

(pJ!え ， P2!J..) は，図1. 1 にあるように， えが O から
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選挙|更 2

P (p同)~ p~λ 

凶 l
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/"  I 

(K， ο) 選挙[ベ 1

図1. 1 最大除数法の概略( 2 選挙区の場合)

∞に増加するにつれて原点と点 P(þh P2) を結ぶ

半直線 (ρ/ì..と表わす)の上を，無限遠から原点

に接近する.この点が þl+þz=K という総議員

定数制約を表わす直線にぶつかるとき，それが整

数格子点であれば定数配分が得られたことになる

が，通常はそうはならず，この交点、の付近で条件

を満たす格子点を探すことになる.そこで，とり

あえず各選挙区 t に Lþi/ì.. J を割り振ることにし

て，その和:E Lþ t!ì..J を作ってみる. えを増加さ

せつつ，この値を見てみると，一般の場合には

:E Lþi/えJ ~K (1. 7) 

を満たすような最大のえが存在する(証明略).こ

れをえ22xと書くことにしよう.ところで þt!ì..;.~X' 

i=l ， … ， Nの中にはちょうど整数値になるものが

存在する.というのはì..をより少しでも大きく

すれば， (1 .7) が満たされなくなるので，そのと

きいずれかの i に対して Lþi/え」が変化すること

になるからである.そこで

E= {i lþ t!ì..~x :整数}

とおこう.きて

(1. 8) 

K' = :E L�i/ ì..;;'~xJ ( 1. 9) 

とおくとき ， K'=Kならば上述のごとく議員定数

を

di=Lþ t!ì..;;'~xJ 

1987 年 5 月号

と定めれば良い.一方 K'>K の場合には，いず

れかの選挙区に対して Lþi/ì..~XJ より少ない議員

定数を割り振らなければならない.議員定数を l

選挙区で Lþt/え;'~xJ より 2 名以上削減することは

公平さという点から避けなければならないので，

減らすとしても高々 1 名である.しかし一体何カ

所の選挙区から減らせばよいかというと ， IEI ー 1

であることがわかるであろう.実際 A を少し大き

くすれば:E Lþt!え」の値は IE\ だけ小さくなり，

:E Lþt!えJ<K すなわち:E Lþt!ì..J 孟K一 1

を満たすからである.そこで DcE かっ \D\=

\E\ 一 1 となるような集合Dを選んで(この選び

方は一意的ではない)

di=Lþi/ì..;'~xJ i<'i D の時

=þi/).;'~x-l iED の時 (1. 10) 

とすればひとつの議員定数配分が得られる. (1. 8) 

において ， IE\=1 の場合には K'=K となるので

D=ゆが得られ， di=LÞμ22J ， t E S が配分定数

を与える.これが最大除数法による議員定数配分

である.

N=2 の場合を考えてみよう.図1. 1 において

点 Q(ql ， qz) はそれぞれ ql=þlK/P， qz=þzK/P

を表わす.また Qi， i= 1， 2 ， 3 ， 4 は整数格子点を表

わし，それぞれ Ql(Lq!J， fqzl) , Qz(Lqd , LqzJ) , Qa 

(fq11, LqzJ) , Q4(rq11 , fqzl) のように与えられる.

したがって(1. 7)を満足するような最大の A に対

応する ).;.~x は，直線 þ/えと格子点正方形 Q1QzQa

Q4 上の辺 Q1Q4 との交点Tで達成されることにな

る.また，議員定数配分は Ql あるいは Qaのいず

れかということになる.

(b) 過半小数法

過半小数法 (Method of Ma主主E型竺1竺註は

1832年に Daniel Webster によって最初に提案

されたことから米国では Webster 法とも呼ばれ

ている.またヨーロッパでは Sain竺-L竺型竺芦

とも呼ばれ，特にデンマーク，ノルウェーでは現

在でも実際の議員定数配分に用いられている.過

半小数法の基本的な構造は，前述の最大除数法と

(43) 271 
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



選挙区 2
ρ/人

(K,O) 選挙民 1

図 1.2 過半小数法の概略 (2 選挙区の場合)

ほぼ同様である.最大除数法の(1. 7)式がか/J. を

越えない最大整数 Lpt/むを採用するのに対して，

過半小数法ではρ;/J. を四捨五入した整数値 LPt/J.

+0.5Jを用いる点が主な相違点である.この場合

にも次の関係を満足する最大の J.(=J.古文)を求め

る:

.E LPt/J.+0.5J~K (1.11) 

また， (1. 8) に対応する添字集合として，次の集

合を考える.

E={i\p;/J.::;~x+O. 5: 整数(1. 12) 

この場合も \E\ ミ 1 は明らかである.したがって

K' = .E LPi/ J.:;;ι+0.5J (1.13) 

とおき ， K'=K の場合には

di= LPi/J.::;~x+O. ラJ ， i E S , 

K'>K の場合にはDcEかつ \D\=\E\ 一 1 とな

るように選挙区の集合Dを選んで

di=LP;/J.~x+0.5J i<$D の時

=Pt/J.::;~x一 0.5 i E D の時 (1.14) 

とすればよい.この場合も \E\=1 の時はK'=K，

D=ゆが得られるので， di= LPi/ J.::;~x+O. 5J , i E S 

が議員定数配分を与える.

過半小数法についても選挙区数が 2 の場合の図

解法を示そう.図1. 2の点線は格子点正方形の互い
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表 1. 1 最大剰余数法，最大除数法，過半小数法に

よる議員定数配分

選挙区有権者数 議員定数 (d♂)

(i) (p;) 最余大数剰法 I 最大除数法 I 過半小数法
930 93 96 92 

2 19 2 2 

3 18 2 2 

4 17 2 2 

5 16 2 

計 I 1000 I 100 I"nn ~?~ 'AJ | 1 'VV  I( えzx=310/32)|(』宮玄=32/3)

に向かし、合う辺の中点を結ぶ中線とする. (1. 11) 

から得られるんax~ì.，直線 P/えと縦の点線との交

点Tで達成されることがわかる.

議員定数配分方法としての最大剰余数法，最大

除数法，過半小数法の 3 種類がかなり異なる配分

を与えることを例によって示そう.表1. 1 にある

ような 5 選挙区， 総議員定数 100名の例を考える

と 3 種類による議員定数配分がすべて異なる数

字を与えていることがわかる.表1. 1 の場合は極

端な例ではあるが，これら 3 つの配分方法がかな

り異なることを示すには充分であろう.

(c) 割当法

除数を評価基準とする配分方法がもう 1 つあ

る. Balinski-Young [3J によるもので，本稿で

紹介した他の方法がいずれも 19世紀初頭に提案さ

れたものであるのに対して，これはごく最近(1974

年)のものである.これまでの配分方法のもつ欠

点を改良しようというのがそのねらいである(詳

細は次章に述べる). この方法は， 総議員定数を

順次増やしながら各選挙区に定数を与えていくも

ので，基本的には最大除数法と同じ判定基準にも

とづくものである.すなわち割当法は，総議員定

数を l だけ追加するさいに，議員 1 人当り有権者

数が最も大きいところを選ぶ方法である.

いま総議員定数が k の時の選挙区 i の議員配分

数を dikとすると，この方法によって得られる dik

ヵ:

d♂<kpi/P つまり dtk+1;豆 rkpt/Pl

オベレーションズ・リサーチ
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なる特性(割当分特性と呼ばれる.次章参照)を

満たしていることから割当法 (Quota method) 

と呼ばれる.割当法の手)1僚は以下のように表わす

ことができる.

1. d♂=0， k=l ， ・・・ ， k ， i E S , k=O. 

2. k==k+ 1. 

3. dtk<kpt/P であってかつ dl<kpj/P なる

すべてのjESに対して pt/(dtk+1) '?;, PJ/(dl+ 1) 

ならば，

d/'=d tk十 l

dl=dl j 正 S， jキ z

とする . k くKならば 2 に戻り ， k =Kならば終

了.

1.3 比率系配分方法

議員 1 名当りの有権者数を表わす (Pi/di) ， あ

るいはその逆数に相当する有権者 l 名当りの議員

数 (di/Pi) などの“比率"に注目し，それらに関

する任意の 2 選挙区間の相対誤差，絶対誤差等の

量が“局所的にではあるが"できるだけ小さくな

るようにするというのが比率系配分方法の基本的

な考え方である.これは1920年代初めに数学者の

E. V. Huntington によって提案されたことから

全般的に Huntington 法とも呼ばれている.この

方法はこれまでの議員配分方法とは少し異なる.

つまり最大剰余数法，最大除数法，過半小数法な

どがある評価基準を“全域的 (global) に"最適

化しようとしているのに対して，旦哩且旦型空旦2き

では“局所的 (local) に"最適化しようとするの

である.そこで手順という点からみれば，選挙区

がNヵ所の場合には最大 N(N-l)/2 回の比較

計算を行なうことが必要になる.実際上， Nの数

が極端に多いことは考えられないし，また後述の

ようにはるかに効率の良い計算方法が存在するの

で，計算上の手聞が重大な欠点となるというわけ

ではない.

(a) 等比率法 (Huntington 1 法)

Huntington 自身はラ種類の方法を提案した.

等比率法 (Method of Equal Proportion , Hu-

1987 年 5 月号

型恒星空旦1量}はそのうちのもっとも一般的な方

法であって， 1941年以来米国下院の州別議員定数

の決定などに現在でも用いられている.

いま 2 つの選挙区 i と j の聞の議員 l 名当り

の有権者数の比率の相対誤差を表わす次の量 ε H1

に注目し，これを最小化しようというのがこの等

比率法である.

ε H1 = Ip;/di-pt/dj l/min{Pi/di,pj/dj }. 

(1. 15) 

いま司 2 つの選挙区 i と j の聞にp;/dt三ρj/dj

が成立する時，選挙区 i は j より“有利である

(favored)" という. そこで選挙区 z が j より有

利な場合に，選挙区 t の議員定数を l だけ減ら

し j のそれを 1 だけ増加させ(iから j ~こ議員

定数を l だけ“移転"させ)れば(1. 15) で与えら

れる相対誤差を ε H1が減少する.つまりこのよう

な移転が“有効"ならばそれを行なうというのが

E竺h堅旦豆墨盟j型竺並豆型'8 竺担であ

る. そして， 任意の 2 つの選挙区を順次とりあ

げ，それらの聞に Huntington規則を適用し，こ

れ以上議員定数の移転を行なうことが有効とはな

りえなくなる (Huntington 規則の収束状態)ま

で反復計算を実行するというのが等比率法の手順

である.

ところで，前述のように，この方法では比較計

算に時間がかかるので，計算方法の効率化が求め

られる.そのためのひとつの定理を示そう.

定理1. 1 2 つの選挙区 z と j においてがj

より有利な場合に i から j へ議員定数を l だけ移

転するのが有効であるということと次の関係が成

立することとは等価である.

Pi/ .; d瓦d三~)<PJ/ ゾd;ほ7+1) (1.16) 

証明 i が j より有利であることからp;/di豆pj/

dj ・ i から J へ定数を l だけ移転すると ， pi/di 

一→P;/(di一 1)，ゎ/dj一→ゎ/(dj十 1 )となるこ

とから，移転が有効であるためには以下の関係が

成立しなければならない.

PJ/dj-p;/di \ p;/(dる一1) -ρj/(dj +1) 
一一一一，一一一一 一一-

pi/di PJ/(dj+l) 
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これを整理すると(1. 16) に等価な関係が得 表1.2 Huntington 法の誤差関数と階数関数

られる. 図

この定理を用いると，等比率法の計算を簡

単にすることができる.いま，すべての選挙

区 i 巨 S に対して， 'E. dt=K を満足するよう

な議員定数 {d;} が与えられているとする.

(手順 1) Pt , dt , i E Sに対して，以下の量を

計算する.

7-U7LF1一二一-
3一一平下 kf; -j戸ふん/2)

Pt Pi 

-4  -;--1一語二djl--1-74-
，liJ~雨戸1)' ゾ瓦而孟百

(手順 2 ) 一一色一 < tJ 
イ瓦可;二f) " -Id7(瓦千1)

なる組 {i ， j} が存在するとき ， dt→dt一 1 ， d j• d j 

+1 とする.このような組 {i， j} が存在しなけれ

ば終了.

このようにして最終的には等比率法では

ma可あT)勾in可tI}(117)
が成立L，この状態が Huntington 規則の収束状

態となる.

有権者数を ρ，議員定数を d とする時，関数

ρ/ ゾ京亙千百をそれぞれの選挙区に対応する堕聖

関数 (rank function) と呼ぶことにすると，等比

率法を以下のようにも解釈することができる.す

なわち，等比率法によって総議員定数Kに対する

議員配分が得られている時，総議員定数K+1 に

対する議員配分を求めるには，階数関数の値を計

算し，それが最大になる選挙区，つまり

Pt 
max一一---エニニー
「品、Idt(dá1 ) 

(1.18) 

を与える選挙区 Xm に議員定数 l を追加配分すれ

ばよい.この特性は等比率法の解の構造上の特性

として重要である.

(b) その他の比率系配分方法

何らかの比率を評価基準とする配分方法として

は，等比率法を含めて 5 種類の方法が提起されて

いる.これらの方法の相違点は(1. 15) に相当する

“誤差関数"にもとづL、ている.すなわち，以下

に示す 5 種類の誤差関数に対応してそれぞれの議

274 (46) 

|dt-Tl! ρ 

d 

員定数配分方法が提案されるのである.

ε H1= Ipi/dt- Pi/djl/min{pt/dt ， ρj/dj } 

ε H2 =dt/pt-dj/pj 

ε H8 =pj/dj -pt/dt 

ε H4 =dゆj/pt-dj

(1. 15再)

(!.19) 

(1. 20) 

(1.21) 

ε H5 =dt-ptdj/ pj. (1. 22) 

ある選挙区が他の選挙区よりも有利であるとい

う概念もこれらの誤差関数にもとづいて導入され

る.すなわち， k =2 ， …， 5 に対して i が j より

有利 (ε Hk の意味において)であるとは e Hk>O 

を意味する.上の各々の誤差関数にもとづいて得

られる Huntington規則を適用して議員定数を定

めるわけで、あるが，計算の効率化のために等比率

法の場合と同様に他の場合についてもそれぞれの

階数関数が得られている(詳細省略，表1. 2参照).

(1. 15) , (1. 19) 一(1. 22) の誤差関数に対応して得

られる配分方法をそれぞれ Huntington 1 法 2

法，…， 5 法と呼ぶ.

2. 議員定数配分方法の相互関連と諸

特性

2.1 議員定数配分方法の相互関連

さて前章においていくつかの議員定数配分方法

を見てきた.それらはそれぞれ異なる考え方にも

とづくものであるが，数学的に詳しく調べてみる
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と，実は等価であるものも少なくない.本節では

このような関係を示しておく.

(a) Buntington 2 法と過半小数法の等価性

Huntington 2 法に注目すると，表1. 2 の階数

関数の形から Huntington 規則の収束状態では，

最終的には次の関係を満足する』が存在する.

x-fLgλ豆min.--~di+O. 5= ,,=,u;udi-0. 5 (2.1) 

このようなえに対しては次の関係が成立する.

Pi/えー 0.5 孟dt~玉 pi/J. +0.5 (2.2) 

したがってそれぞれの選挙区の議員定数配分数

d什土

dt=LPt/え+0.5J (2.3) 

によって与えられる. (1. 14) , (2.3) より Hunt

ington 2 法と過半小数法が等価であることがわか

る.

定理 2.1 Huntington 2 法と過半小数法は等価

である.

(b) Buntington 4 法と最大除数法の等価性

Huntington 4 法について考えてみよう.この

方法の収束状態では， Huntington 2 法の場合と

同様に，階数関数の形から，次の関係を満足する

』が存在する.

X-，-主L 壬A主三 min /J.i 
t"di+l 

したがって A は次の関係を満足する.

p;/J.一1;壬d， <pi/J.

よって議員配分数diは次式で、与えられる.

d,=LP;/J.J 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.6) を (1. 10) と比較すると， Huntington 4 法と

最大除数法が等価であることがわかる.

定理 2.2 Huntington 4 法と最大除数法は等価

である.

(c) Buntington 5 法と最小除数法の等価性

Huntington 5 法について tごと同様のアプロー

チを試みると，次の関係を満足するえが存在する.

max /J.i ;;五戸 min-.P~di =，， =u~，udi一 l

Pi/え三五 d i ;;五ρdえ十1.

1987 年 5 月号

(2.7) 

(2.8) 

したがってこの場合の議員定数配分数めは次式

によって与えられる.

di=r Pi/幻 (2.9) 

(2.6) の Huntington 4 法が最大除数法に相当

することを考えると， Huntington 5 法はいわば

最小除数法 (Method 0f Smallest Divisors) に

相当すると言うことができる.

定理 2. 3 Huntington 5 法と最小除数法は等価

である.

定理2.1-2.3の結果から， 5種類のHuntington

法のうち 3 種類は前章に述べた配分方法と等価と

なる. ハーパード大学の数学者であった E. V. 

Huntington が 1920年代初めに提起した，しかも

これまでの方法とかなり異なる(全域的最適化に

対して局所的最適化という意味で)とされた方法

が前述の配分方法とかなり密接な関係を有するの

は興味あることである.

2.2 議員定数配分方法の諸特性

議員定数配分方法はどれも公平さをめざして考

案されたことはいうまでもないが，一方において

その解，すなわち得られた配分定数が備えている

べき望ましい特性を有しているか否かという点か

らこれらを評価する必要がある.配分定数が備え

るべき望ましい特性にはいくつかのものが考えら

れる.代表的なものをとりあげて，これまでに紹

介した配分方法がそれらを備えているか否かにつ

いて考えてみよう.

(a) 割当分特性

割当分特性 (Quota property) とは各選挙区に

対する議員定数配分diと理想議員定数 qi(=piK/

P) との聞に次の関係が成立する場合をいう.

Lq;J孟 di~五 rqil , i 巨 S (2.10) 

すなわち上式は，各選挙区に対する配分定数が

その選挙区の有する厳密な割当分，つまり理想配

分数と 1 以上離れていないことを意味する.特に

上の関係を上側と下側の 2 つの特性に分離して，

k側割当分特性 di 三三 Iq汀 i E S (2. 11) 

ド側割当分特性 Lq;J三三ム iES (2.12) 
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と呼ぶこともある，表1. 1 の例あるいはまたそれ

ぞれの配分方法の計算プロセスから次の定理が得

られる.

定理 2.4 最大剰余数法は割当分特性を満たす.

最大除数法は下側割当分特性は満たすが，上側割

当分特性は満Tこさない.過半小数法は上側割当

分，下側割当分のいずれの特性も満たさない.

(b) 総議員定数特性

議員配分方法において総議員定数がKからK+

1 に増えた場合に，どの選挙区の議員定数も減少

しないとし、う性質を総議員定数特性(House moｭ

notone property) という.この特性は，過去の

米国議会で実際に問題になったことがあることか

らもわかるように，現実の議員定数配分の制度運

用上も重要な性質である.たとえば議員定数配分

方法として最大剰余数法を採用していた 1881年当

時の米国議会では， 総定数 299のとき定数 8 を有

していたアラパマ州が総定数 300になった時に定

数が 7 に減少するということが生じた.このこと

から， このような現象をアラパマパラドックス

(Alabama paradox) と呼んでいる.

最大剰余数法が総議員定数特性を満たさないこ

とはアラパマパラドックスの例からも明らかであ

る.最大除数法と過半小数法については， (2. 7), 

(2. 1) とそれぞれの議員配分プロセスから， いず

れも総議員定数特性を満たすということがわか

る.

定理 2.5 過半小数法，最大除数法はし、ずれも総

議員定数特性を満たすが，最大剰余数法は満たさ

ない.

(c) 有権者数特性

総議員定数と選挙区総数が一定という条件の下

で，ある選挙区 i の有権者数が増加し，他の選挙

区の有権者数は不変であるとする.この時，新し

い有権者数分布の下での選挙区 i の議員定数配分

数がもとのそれより小さくなることはないという

のが査壁聖堂些些1~opulation m空豆tone pro 

perty) である.

276 (48) 

表 2.1 議員定数配分方法と特性との関連

O

一O
一
O

ﾗ 

(対応する問法が対応する吋吋け場)
合には0，満たさない場合には X ，不明な場合に l
は?がつけてある/

最大剰余数法が有権者数特性を満足することは

明らかであろう.最大除数法，過半小数法につい

ても，同様にして示すことができる.

定理 2.6 最大剰余数法，最大除数法，過半小数

法は有権者数特性を満足する.

割当法については，次の定理が成立する.

定理 2. 7 割当法は上側，下側の割当分特性およ

び総議員定数特性を満たすが，有権者数特性は満

たさない.

これまでの結果を整理すると表2.1 が得られる.

ここに紹介した以外にも，議員定数配分方法のも

つべき望ましい特性がいくつか提起されている.

たとえぽ，いろいろな配分方法にもとづいて得ら

れた定数配分解が(選挙区の一対比較による定数

の)“移転"を有効とするか否かに関する解の安定

性の問題，各選挙区の有権者数と議員定数が与え

られているとき，総議員定数を l だけ追加した場

合にどの選挙区が追加定数を得るべきかというこ

とに関する各選挙区の“優先度"と定数配分方法

の斉合性の問題，あるいはまた配分方法が分割志

向型か連合志向型か(ある議員配分方法にもとづ

いて議員を配分する時 2 つの選挙区が連合した

場合に議員定数配分が前より少なくなるか多くな

るかによって，それらの選挙区が分割志向型か連

合志向型かを論ずる)などについても多くの議論

がなされている.また，これまで‘の配分方法にやI

らかの改良を加えた方法もいくつか提案されてい
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る.興味のある諸氏は，たとえば [4，ラ， 6 ， 7 ， 8， 9，

10J などを参照されたい.

3. ゲーム理論的アプローチと議員定

数配分問題

この章では選挙区の投票力 (voting power) と

いう観点に注目し，各選挙区がどのような投票力

を有するのが妥当であるかという問題をゲーム理

論の立場から考え，それを議員定数配分問題と関

連づけて紹介する.投票力については，し、かにし

て各選挙区(ゲーム理論の用語ではプレーヤーに

相当)の投票力を計測するかという問題を中心に

多くの検討がなされ，興味ある有用な結果が数多

く得られている [11 ， 12J.

3.1 投票力の計測方法

いまN人の投票者(プレーヤー)がいて，それ

ぞれの投票者れ S= {1， … ， N} は投票のさいに重

み (weight) Wt の投票権を行使できるものとす

る.この時，投票者の連合T r;;;， S が，ある与えら

れた量 q に対して

r: Wi~q 
zεT 

(3. 1) 

を満たす時，連合Tは投票に勝つ (win) といい，

Tを墜塑連企(win唖旦ιcoali也η) という.また

連合Tが勝利連合でない時，敗北連合 (losing

coalition) と呼ぶ.このようなゲームを [q; W 1, 

… ， WNJ と表わす.たとえばN=4 に対してゲー

ム臼1; 30, 25 , 15, 12J を考えると， {1, 2}, {2 , 3, 4} 

などは次式のようにこのゲームの勝利連合である

が， {2 ， 3} や{3， 4} は敗北連合である.

r: wi=30+25=55>51 

r: wi=25+15+12+=52>51 

r: wi=25+ 15=40<51 

r: Wi= 15+ 12=27<51 

ある勝利連合Tについて，そのL、かなる真部分

集合も勝利連合とはなり得ないことをいえる時，

Tを極小勝利連合(minimal winning coalition) 

という. したがって上述のゲームの例では{1，

1987 年 5 月号

2}, {2 , 3, 4} などは極小勝利連合である.また任

意の勝利連合T~こ含まれる投票者 k に対して

r: Wi註q かっ r: Wt<q (3.2) 
iET iET-11:1 

が成立する時，投票者 k は塾血竺些)であるとい

う.つまり軸である投票者 h は連合に加わること

によって敗北連合を勝利連合に変えることができ

るわけである.

各投票者の投票力を表わすさいによく用いられ

る指数の l つとして 1950年代に提起された Sha

pley-Shubik 投票力指数 (power index) [12J 

がある.これは，各投票者が連合への参加順序を

も考えた上で勝利連合の軸となりうる割合である

と定義される.すなわち

卯=(投票者 i が勝利連合の軸となる場合

の数)/Nl (3.3) 

を投票者 t の Shapley-Shubik 投票力指数とい

う.

ところで，連合のすべての順列は“等確率"で

起こると考えてよし、から， (3.3) 式は次のように

書くことができる.

約=)'(t- 1) 1 (N-t) 1 r:\~ '1' ¥.4Y ~/' (3.4) 
Nl 

t=ITI=T に含まれる投票者数.

(3.4) 式中の加法記号は， 投票者 i が軸となる

ようなすべての勝利連合Tに関して加え合わせる

ことを意味する.また (3.4) は ， ITI 一 l=tー 1 ，

N一 ITI=N-t人の投票者がそれぞれ任意の順序

で連合に加わることを表わしている.

前述のゲーム [51;30， 2ラ， 22 ， 12J の場合には，

投票者 1 )ぷ軸となる勝利連合は{1， 2}， {l, 3}, {1 , 

2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4} の 5 通りである.したが

って要素数 2 偲の勝利連合が 2 つ，要素数 3 個の

勝利連合が 3 つあることから ， NI=24を用いると

(3.4) 式より仰は次のように与えられる.

判=(2 x 1 ! x 2 !+ 3 x 2 ! x 1 !)/24= 10/24 

=5/12. 

同様にして他の投票者についても Shapley

Shubik 投票力指数が以下のように与えられる.
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表3.1 ゲーム [51 ;30, 25, 22， 12]のBanzhaf投票力指数

投票者 限 界 性敗勝(( WL ) ) 

I(苅)1 2叫 3(22)1 4 (12) W/L I 1 2 1 3 1 4 

。

。

。

。

。

。

。

。

-注)

w 
。 w 判ド

。 W * 
。 。 W 別ド * 

。 W 制ド ホ

。 。 w 別院 * 
。 。 L 本 * 
。 。 。 L * ネ

W * 
。 L 訓ド I * 

。 L * * 
。 。 L * 

。 L * * 
。 。 L 刻ド

。 。 L 

。 。 。 L 

表中の 1 は連合に参加 o は不参加でさるこ

とを示す.また市は当該投票者が当該連合に

対して限界的であることを示す.

'1'2='1'3=6/24= 1/4, '1'4=2/24= 1/12 

上の結果からも容易に確認されるが，一般に

Shapley-Shubik 投票力指数卯に関しては次の

関係が成立する.

iろ和=1 (3.5) 

Shapley-Shubik指数と並んでよく用いられる

もうひとつの投票力指数に， 1960年代半ばに法律

家 Banzhaf によって提起された Banzhaf投票力

指数 (power index) がある. Shapley-Shubik 

投票力指数が連合への参加順序まで考慮するのに

対して， Banzhaf 指数では組合せのみを考慮す

る.

投票者 i と連合Tに対して，投票者 i がその所

属を変更した場合(連合に入っていればそれから

脱退し，連合に入っていなければそれに参加す

る)に連合Tの勝利と敗北とが逆転する時，投票

者 i は限界的 (marginal) であるという.投票者

i E S が限界的であるような場合の数を bi と表わ

278 (50) 

すと，投票者 i の Banzhaf 投票力指数 ßi は次式

で定義される.

t゚=bi/L._ bi 
te� 

(3.6) 

この場合にも次の関係が成立することは明らか

である.

Eh=1 (3.7) 

ゲーム[ラ 1 ;30, 25, 22, 12J の場合について考え

てみよう.表 3.1 からもわかるように，すべての

連合の数 2'=16 通りのうちで， たとえば投票者

1 が参加のときに勝利連合であるが，脱退すると

敗北連合となる場合は{1， 2 ， 3 }， {1, 2, 4}, {1, 2}, 

{1, 3, 4} , {!, 3} のラ通りある.また一方投票者が

連合に参加していないときは敗北連合であるがそ

れに加わると勝利連合となるような場合は {2 ， 3} ，

{2 , 4}, {2 }, {3, 4} , {3} の 5 通りある.つまり投票

者 l が限界的であるのは全部で10通りとなるので

bl= 1Oとなる.同様にして投票者 2， 3， 4 に関して

はそれぞれん=b8=6， 仇=2 となるので Banzhaf

投票力指数は次のように与えられる.

ん= 10/24=5/12, 

4゚=2/24= 1/12. 

ß2=向=6/24=1/4，

この例題では 2 つの投票力指数が同じになるこ

とがわかる.

3.2 投票力指数と議員定数配分

総議員定数が所与であるという条件の下では，

各選挙区の有権者数に応じて(比例して)議員定

数を配分するのが“理想的"であるというのがこ

れまでの議論の前提であった.つまり選挙区 t の

有権者数が j のそれの 2 倍ならばの議員定数

は j のそれの 2 倍であるべきであるとし、う議論で

ある.しかし投票力指数の考えを用いると，この

議論はどうなるであろうか.たとえばある議案に

対してN人の投票者カ川、るとすると，そのうちの

任意の l 人が限界的となる組合せは残りのN-l

人がちょうど賛否同数に分かれている場合に相当

する.したがってこのような場合の数は次式で与

えられる.

(3.8) 2(N-1) ! 
{((N-1)/2) !)2 
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上式における分子の 2 倍は，投票者 i が連合に

含まれる場合とそうでない場合とを考慮したもの

である.ここで Stirling の公式による近似

m!'=7 ，;示み・ mme-m

を用いると (3.8) 式は次のように近似することが

できる.

2d可百二百(N-l)N-16ー (Nー 1)
2π ((N-l)/2)((Nー 1)/2)N-1e-(N-1) 

2N+1 

-，;云(N-l)
(3.9) 

したがってN人の投票者の賛否の組合せの数2N

で害1 ると

(3.10) 

となり， Banzhaf投票力指数(ある投票者 t が限

界的である場合の数をすべての組合せ数で割った

割合を(相対) Banzhaf投票力指数ともいう)に

相当する量はN-l に逆比例するのがわかる.

つまり (3. 10)式は，ある選挙区 t の有権者数が

もう l つの選挙区 j の有権者数の 4 倍である時，

i の議員定数は j の議員定数の (4 倍ではなく)

2 倍であるべきことを意味する.これまでの議論

にあった“議員定数は有権者数に比例する"とい

う考え方との相違をなすものとして興味深い.ち

なみに， IFORS (国際OR学会連盟)では， 各

国の代表者( 1 名)は各々の国のOR学会正会員

数の平方根に比例した投票力を有すると定めてい

る.これはまさに上の議論に沿ったものといえる

であろう.米国の大統領選挙を例にとり，それぞ

れの州の Shapley-Shubik投票力指数あるいは各

州の代議員が有する投票力指数を計算した結果が

[l1 Jに示されている.わが国の政党自民党の総裁

選の各派閥の所属議員の投票力指数をこのような

立場から計算するとどうなるであろうか?

おわりに

ひとくちに議員定数問題と言っても“公平"と

は何か，“有権者の投票力"とは何か，あるいはま

た選挙区分割をどうすればよいか，各選挙区の議

1987 年 5 月号

員定数をどのように定めるか，望ましい総議員定

数は何か，などわれわれORの研究にたずさわる

人間にとっても興味ある問題が未解決のまま数多

く残っている.ある意味では議員定数問題はまっ

たく“未解決"の分野であると言っても過言では

ないかも知れない.

本稿では議員定数問題の定式化と解の特性につ

いてこれまでに得られているいくつかの結果を中

心に整理した.また投票力指数の概念を中心とし

てゲーム理論の立場から眺めた場合の分析方法の

紹介を行なった.ここでは議員定数問題のほんの

一端を紹介したに過ぎない.これからもますます

多くの研究がなされ，貴重な結果が得られるであ

ろうが，本稿がそのような方向へのひとつのきっ

かけとなれば筆者としてこの上ない幸いである.

最後になりましたが，本稿の作成に当っては原

稿の段階から柳井浩教授(慶応大学理工学部)に

ていねいに読んでいただき，多くの貴重かつ適切

なコメントをいただきました.ここに改めて感謝

の意を表します.
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トラブル・シューティング型の問題解決 (11)

そこで， 再び紙の販売元のC社に連絡した. (実

際，筆者は紙に原因があるものとばかり思い込んで

いたのである.) C社からは， そのようなトラブル

が実際に起こるところを見せてほしいといって筆者

のところにこられた. C社の方の目のまえで，実際

にやってみると，はたして 10枚に 1 枚ぐらいの割合

でトラブルがおこる. C社の方々もトラプルの発生

は確認されたものの，すぐには原因に思い当らな

しばらく考えたのちもし，裁断の工程に原因

があるのならば，裁断の手順は決まっているのだか

ら トラブル発生には周期性があるはずだ.それを

調べてみたL 、 j といわれ，用紙ひと袋を用意，紙に

通し番号を打ち， /1原に「印刷J を実行してみた.結

果は否定的で，周期性は見られなかった.仮説は棄

却されたわけで、ある.

こうなると， 販売元の C社ではどうにもならな

い.資料を製紙会社のB社の技術部に持ち込んで調

べて貰うことになった. B社は調査を約束，それと

同時に印字に使ったリボンのカートリッヂが欲しい

といってこられた.幸い手許に残っていたので，さ

っそくお送りした.カートリッヂはA社製のもので

あった.

しばらくたって製紙会社から技術部の方が説明に

こられた. r原因は，やはり紙ではなし、」 とのこと

で， トラフールが発生した印字個所とリボンを 1 対 l

対応させてみると， トラフソレの個所ではリボンがく

しゃくしゃになっているというのである.実際にリ

ボンをひっぱり出して突き合わせて見るとその通

り.サンプルに使った筆者の文書には数式がまざっ

ていたので，つき合わせはきわめて容易であった.

こうして，少なくとも紙の表面に原因があるので

はないことが明らかになった.紙が原因とばかり考

えていた筆者は恥、じ入る他はない. リボンと印字を

1 対 1 対応させることなら，筆者自身でもやってで

きないことではなかった.思い込みが先に立って基

本を忘れていたのである.

r A 4 版の紙の場合， トラブノレがタテ方向に続い

ていればミルとの角度からして，ウチの原因とも考

えられるのですが，この場合ヨコ方向ですからねェ

ー」と B製紙会社の方は笑っておられたが，いずれ

にせよ B社=王子製紙およびC社=アピカの方々の

エンジニア魂による原因追及と納得のゆく説明には

脱帽の他はなかった.

さて， それでは真の原因はどこにあるのだろう

か? 製紙会社の技術の方ともども推察したところ

は次のようなものであった. r リボンは連続作動中

巻き上げられ続けているから，張力がかかっている

が，しばらく停止していると塑性変形をおこしてタ

ルみ， U字型になってしまう.これが静電気の作用

でくっついて畳まれたようになってしまう結果，そ

のとから熱を加えても熱転写きれないJ (P. 286へ)
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