
シミュレーションで何‘がわかるのか
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1. はじめに

ランダムな要因を含むシステムの解析において

統計的シミュレーションはますます欠かせないも

のになってきている.ランダムきの規則がわかれ

ぽ乱数を使ってランダム現象の起きる様子を再現

することができ，現実のシステムをいじることな

しにいろいろな実験が可能になるからである.実

験は計算機を使って行なわれ，その計算結果は小

数点以下何桁もつづく数字をともなって整然と出

力されることもあって，シミュレーションを実行

すれぽはっきりした答えがわかると思っている人

も多い.しかし，別の乱数を使って計算するとま

た別の結果が得られるから，シミュレーションと

は，化学反応実験のような実験とも，方程式を解

くような計算とも違う性質をもっているというこ

とがわかる.このように不確実な計算実験の結果

によって何がわかるのか，というのがこの小論の

テーマである.

2. シミュレーションの推定の基礎

例を挙げよう.図 1 は，窓口 1 つのシステムに

客がポアソン過程にしたがって到着し，指数分布

にしたがうサーピスを受けて退去する，いわゆる
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結果で，客が l 人もいない開店時から始めて n 人

目までの客の平均待ち時間を計算したものであ

る . n=l00までの計算を乱数を換えて 5 回くりか

えしたら，図のように 5 回ともそれぞれ大きく食

い違う結果が得られた.きて， 100 人の客の平均

待ち時間はどれぐらいと言えばよいのか.図 2 は

サーピス時間を一定にして(M/D/l モデル) , 

図 1 と閉じように計算した結果で、ある.傾向とし

て図 2 の方が図 l より小さい値になっているよう

だが， M/D/l の待ち時間はM/M/l の待ち

時間より短いといえるだろうか.

このように乱数を使って何かを求めたい，何か

と何かとを比較したいという問題は，ちょうど，

今日モンテカルロの賭博場に行ったらいくら儲か

るのかとか，一発勝負で賭けるのと，ちまちま賭

けるのとではどっちが得かということを考えるの

と同じである.その類推から，乱数を使ってラン

ダム要因をシミュレーションする方法をモンテカ

ルロ法と呼んでいることはよく知られている.

シミュレーションというのは，今日のルーレ v

トの回り方はこうなるかもしれない(そうなって

もおかしくない)とし、う架空の結果を積み上げて

結論を導くもので，実際にルーレットが回って得

られる結果とはほぼ確実に一致しない.だから，

シミュレーションをやっても今日いくら儲かるか

は「わからない」と書くと，そんなことはアタリ

マェ，という声が聞こえてきそうだが，もっとも

っと設定を複雑にしていくと，同じタイプの問題
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10 が「わかる」と言ってしまう人

は多い.では，シミュレーショ

ンで、は何がわかるのか.ある賭

け方を決めてシミュレーション

をやってみたら日目は l 万

円儲かった 2 日目は 10万円損

した，という結果が得られたと

すると，シミュレーション結果

として意味がある (rわかる J)

のは万円， -10万円という

個々の数字なのではなくて，平

均的にどれぐらい損するものな

のか， 10万円以上儲かるチャン

スはどれぐらいあるのかといっ

たような，それら全体の数字の

(確率的な)規則性なのである.

これはまた，アンケート調査で

意味があるのは，調査表個々の

データではなしその集計結果

であるということと同じであ
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る. このことカミら， シミュレー

ションのことをサンプリング実験と言ったりもす

る.したがって，シミュレーションの計算結果の

解析には標本調査データの統計解析手法がそのま

ま適用できる.

図 1 の問題にもどろう. 100 人の平均待ち時間

がどれくらいになるかを調べるために乱数を換え

て 100 回計算したら，その平均は 4.5 になった.

この平均値は最初の 100 人の平均待ち時間である

と言ってよし、かということが次の問題である.注

意深い読者ならば，これも前の問題と同じだとい

うことに気がつかれるであろう.状況は複雑にな

ったものの，先の 1 万円儲けた， 10万円損したと

いう数字と同じで， 100 回のくりかえしを l 回の

シミュレーションと思えば，この 4.5 という数字

はそうなってもおかしくない，という意味しかな

く，別のシミュレーションをくりかえせばほぼ確

実に 4. ラとは違った結果が得られるはずである.
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図 1 M/M/l の平均待ち時間

図 2 M/D/l の平均待ち時間

100人
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しかし，前と違う点は， 4.5 という数字が100個の

数値の平均だということで，これは可能なパラツ

キの範囲が大体検討がついているということであ

る.これらの数値を使えば， 4.5 という数字がど

れぐらいもっともらしいかを，標本調査(統計)

の理論を使って推論することができる.

実際，シミュレーションのくりかえし回数を n，

l 回 1 回の平均待ち時間を Xt， X2'" とし，その平

均をX， (不偏)分散を S2=I: (Xj-X)2/(nー 1 )と

すると，真の平均は X'i::. 2s/ .，In の間にあるとい

ってもそうはずれることはないということが言え

る. (係数の 2 はt一分布のパーセント点と言い，

推論のはずれる度合いを表わす. 詳しくは t一分

布表にある. ) このことは逆に言うと， そうやっ

て幅をもたせてもはずれることもあるということ

である.はずれる可能性は，幅を小さくすれば大

きくなり，幅を大きくすれば小さくなるが，なか
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なか O にはならない. 1∞%正しい推論は，真の

値はある正の数であるというもので，これは無意

味であるから，何か意味のある推論をしようとす

れば，必ずはずれる可能性を覚悟しなければなら

ない，というのがシミュレーションを使った解析

法の限界である.すなわち，シミュレーションを

使っても「はっきりしたJ 結果はわからない.

上の計算例でs=2.5であったとすると，平均は

4.5 であるという推論の仕方を点推定， 平均は 4

と 5 の聞にあるという推論の仕方を区間推定，

(4，のを95%信頼区間という.平均は 4 とラの聞

にあるというより，平均は4.3 と 4. 7の間にあると

言った方が見掛け上精度がよくなり，真の値に近

づいたような気がするが，もし s と n を変えずに

このような区間推定をしようとすれば，パーセン

ト点の 2 を小さくしなければならない.上の例で

いえば 2 の代わりに 0.8 としているから，このと

きは t一分布表から 5 回のうち 2 回ははずれる

かもしれないことになり (60%信頼区間)見掛け

上の精度のよさは信頼性を犠牲にして得られてい

るということがわかる.信頼性を損なわずに精度

をよくするためには s を小さくするか n を大き

〈するかのいずれかである.今の場合は s はシス

テムに固有のものでそう大きくは変えられないか

ら n を大きくするしかない.注目すべきことは信

頼区間の幅を半分にしたい場合，シミュレーショ

ンの回数は 4 倍にしなければならないということ

である.これがシミュレーション実験の効率を悪

いものにしている原因である.そこでシミュレー

ションのやりかたをかえて s を小さくすること

によって精度をよくすることを考えるのが分散減

少法である.

信頼区間による区間推定の考え方は有用なもの

であるが，きちんと使おうとすると結構わずらわ

しいものだから，結局平均値だけで考えるという

ことが多い.求めたいものが 1 つだけの場合で信

頼区聞が許容誤差の範囲に納まっているならば，

真の平均はXであるという点推定をしても間違い

1987 年 5 月号

ではない(もちろんこの場合も 5%程度の間違う

可能性を含んでいるが). 誤差の限界 a が与えら

れたときに対して点推定が許されるためには少な

くとも 4s2/e2 同のくりかえし計算が必要であると

いうことが先の式から言える.

以上の話はすべてランダムサンプリングを仮定

し独立標本が得られる場合の推定の方法であるか

ら回 l 回のシミュレーションは「独立j にな

るようにしなければならない.上の例では乱数を

換えることで独立なサンプリングができるとして

いる.専用のシミュレーション用プログラム言語

も含めて，多くのシミュレーションで用いられる

乱数は乗算合同法によるもので，これはよく知ら

れているように 2 つの定数 λ と Mをあらかじめ

決めておいて，ある数xoにえをかけたものをMで

割った余りをmとし XlにえをかけたものをMで

割った余りを mとするというように計算していっ

たとき，主毛主主主主…を乱数とみなすというも
M' M' M 

のである. このとき Xo を乱数のタネと言い，乱

数のタネを換えることによって違った乱数が生成

でき，それらは独立になるといわれている.しか

し必ずしもそうはならないという例をあげる.

M=282, À=31415925とし，タネとして8129917

63, 1886733567, 1081427219とした場合で、最初の

100 個の乱数の平均とそれらの聞の相関係数を計

算すると表 1 のようになり一見独立のように見え

る.しかし番目と 2 番目番目と 3 番目の

数列の散布図をかいてみると図 3 のようになり，

これらはとても独立とはいえない.乗算合同法に

よる乱数発生法は非常に巧妙な方法であるには違

いないが，このような規則性が表にでてくる危険

性があり，使用にさいして注意が必要である.筆

者の勧める方法はえを時々換えるというものであ

る. えは特別の数である必要はなく，適当に大き

な数で 8 の倍数+5 になっていれぽ何でもよい.

3. 定常状態のシミュレーション

次に， 24時間操業のラインの不良品発生率を調

(7) 235 
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



べたいとか， ピーク時の混雑がずっとつづくとし

たら待ち時間はどうなるかというように，システ

ムが安定した状態にある時のシステム特性をシミ

ュレーションで計算するにはどうしたらよいかと

いうことを考える.安定した状態というのは変動

の仕方が時間的に一定しているということで，こ

れは普通定常状態と呼ばれる.現実のシステムが

定常状態に達するまでにある程度の「ならし運転」

の時聞が必要なように，定常状態のシミュレーシ

ョンでも計算をはじめてからしばらくはシステム

を動かして様子を見ることが必要である(システ

ムのウォームアップという). 定常状態のシミュ

レーションでの問題は，どうしたら定常状態にな

ったと判断できるのかということと，定常状態の

データが取り出せたとして，シミュレーションの

結果の精度をどう評価すればよいのかということ

である.
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表 1 乱数列の平均と相関係数 (100個)

乱数のタネ 平均値 相関行列

系列 812991763 0.48 � 1 0.004 0.0101 
系列 2 1886733567 0.53 I 0.004 1 0.015 I 
系列 3 1081427219 0.49 L 0.010 0.015 1 J 

最初の問題では，実際によく使われている解決

法の l つは，とにかく最初の 100なり 10∞なりの

データを捨てなさいというものである.たとえば

M/M/l モデルの定常状態での平均待ち時聞が知

りたいとき，システムが空の状態から計算を開始

して 1001人目から 1 万人の客の待ち時聞を平均

するというやり方である.ところで，もし， 1001 

人目の客の到着時に待ち客が 1 人もいなかったら

(こういう可能性は大いにありうる)， 1001人目の

到着時点と最初の客の到着時点とで，システムは

まったく同じ状態にあるから人目， 2 人目，・

の待ち時間と 1001人目， 1002人

目…の待ち時間を入れ替えても

だれも気がつかない.したがっ

て最初から定常状態にあると考

えてもよいのではないか.そう

だとすればウォームアップと称

して 1000人分のデータを捨てる

意味はないことになる.これは

空の状態から出発しなくても同

じことで，初期状態として，定

常状態で取り得る状態の l つを

とってやると，ウォームアップ

することなく最初から定常状態

のデータが取れるということで

ある.

それではウォームアップして

からデータを取りなさいという

のはどういう意味があるのか.

それは第 2 の問題すなわち，計

算の精度をどう評価するかとい

う問題にかかわってくる.定常
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状態での平均待ち時間をシミュレーションで求め

る場合は，前節の推定と同じように，定常状態で

のシミュレーションをくりかえして独立な平均値

を求めてから区間推定をしなければならない.こ

のとき回 l 回のくりかえし計算で使う待ち時

間のデータは，定常状態にあるシステムをランダ

ムな時点から観察して得られるようなものでなけ

ればならない.もしウォームアップなしにやろう

とするとシミュレーションの初期状態として，そ

のような状態をいきなり作り出さなければならな

いが，そんなことは不可能である.なぜならそう

いう状態は定常分布からランダムに選ばれたもの

でなければならず，それを実際に作り出すために

は， (これからシミュレーションによって求めよ

うとしている)定常状態がどういうものかをあら

かじめ知っていなければならなし、からである.そ

こでそのランダムな定常状態を作り出すためにウ

ォームアップが必要ということになる.上の考察

は逆にウォームアップを必要としないシミュレー

ションの可能性を示唆している.もし，目的のシ

ステムと似たような定常分布をもっシステムで，

その定常分布から 1 つの状態をランダムに選ぶこ

とができるようなものがあれば，そういう状態か

らシミュレーションを開始することによって近似

的に定常状態でのシミュレーションとみなすこと

ができる.しかし，一般的にはそのような近似シ

ステムを見いだすことはむずかしいから，多くの

場合ウォームアップは必要である.ウォームアッ

プの長さはどのくらいがよいのかというのが次の

問題であるが，残念ながらこの問題に対して的確

な答えはない.一般論として，システムの構造が

複雑なものは長く単純なものは短くてよいといえ

る程度である.よく行なわれている方法は，ある

特性量を計算してグラフ化し，その動きが安定し

てきたら定常状態に達したとみなしてよいという

ものであるが，関数の収束の計算と違って，図 l

のように変動の大きい場合には安定してきたかど

うかを見きわめることがむずかしし必ずしもこ

1987 年 5 月号

の方法が有効ということもいえない.

定常状態をどうやって見いだすかという問題に

対するもう 1 つの答えは乱暴なようであるが，最

初から定常状態と考えようというものである.ウ

ォームアップすると最初のいくつかのデータを捨

てることになるから，しない場合に比べると推定

に使うデータ数が少なくなり，パラツキが大きく

なる.一方，ウォームアップしないと定常状態と

は異なる初期状態の影響を受けたデータも使って

推定するために偏りをもつことになる.どちらの

推定がよいかを判定するためにはパラツキと偏り

をあわせて総合評価する(平均自乗誤差という)

が，ウォームアップをしないほうが平均自乗誤差

の意味でよい結果をもたらす場合がある.もちろ

んこの場合，定常状態でのデータが十分になけれ

ぽ意味がないことはいうまでもない.

次の問題は定常状態の特性量をどのように推定

するか，精度をどう評価するかということであ

る.定常状態のシミュレーションでも前節の場合

と同様，区間推定するためには複数の独立標本が

必要である.そのための 1 つの方法は乱数列だけ

を取り換えて独立なシミュレーショソをくりかえ

し，各回ごとにウォームアップ後の，あるいはす

べてのデータを使って l つの標本値を計算すると

いうものである(独立標本法).ウォームアップ中

のデータを使うにせよ捨てるにせよ，毎固定常状

態になるまでの計算をやりなおさなければならな

い.また回のシミュレーションで定常状態の

データが少ないと推定した区聞がずれていたり狭

くなっていたりして，信頼係数どおりの信頼区聞

が得られないおそれがある.したがって，定常状

態への近づき方が遅いシステムに対しては，この

方法は非常に効率が悪く信頼性に問題があるとい

える.そこで第 2 の方法として，毎回初期状態を

新たに取り直さないで，前回のシミュレーション

の最終状態を次回のシミュレーションの状態とし

て計算をつづけるというやり方が考えられる.い

いかえれば十分に長いシミュレーションの結果を
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適当に分割して，複数の定常状態の結果を計算し

ようというものである(パッチ平均法).このやり

方ならばウォームアップは 1 回だけでよし、から初

期状態の影響をほとんど気にしなくてもよく，ま

たデータを捨てるにしても最初の 1 回分だけです

む.なぜなら回目が定常状態で終わっている

とすれば 2 回目以降は定常状態から出発できるか

らである.この方法の欠点は各回の計算値が独立

とはL、えなし、から，厳密には独立標本にもとづく

区間推定が正しくないということである.たとえ

ぼ， M/Mハの待ち時聞を推定する問題でいえ

ば，長い 1 回のシミュレーションを 1 万人ずつに

区切って(それぞれをパッチという)各バッチの

平均値を求めるのであるが，もし 1 万人目の客の

待ち時間が長ければ万 1 番目の客の待ち時間

も長い可能性が大きし最初のバッチの平均値と

2 番目のそれとは独立にはならない.しかし l 万

人目の客の影響は，その客の含まれる稼働期間に

限られ，それはせいぜい1000人ぐらいで終わるか

ら 1 万人の大部分は前の l 万人とは独立とみな

せるというのがこの方法の根拠である.この方法

が有効であるためには，各パッチが独立とみなせ

一一一一一
〈学会=ユース〉

朴在夏博士来日

韓国APORS代表朴在夏博士が 4 月 4 日来日さ

れた.訪米途上の短かL、滞在であったが，国際委員

会の伏見委員長，若山委員 (APORS事務局長)

柳井委員らと会食.筑波におけるAPORS発足の

会議以来の旧知の間柄ゆえ，旧交をあたためるとと

もに，来たる 1988年ソウル市で、開催されるAPOR

S 大会に関する積極的な意見の交換がなされた.

韓国側lの準備は羅会長のもと着々と進められている

由.問題は，よい研究発表が数多く行なわれることで

あり，朴博士は日本OR学会に対しこの点の協力を

強く求められた柳井)
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るものでなくてはならなし、から，その検定が必要

である.検定が不十分でひとつのノミッチが小さく

相関(正の場合が多い)が残っているときはパラ

ツキを過小評価する恐れがある.逆にパッチが不

必要に大きい場合は，独立標本の数が少なくなる

ので信頼区間の幅が広がる.

ウォームアップの時間であるとか，独立とみな

せるパッチの大きさなどを決めるのは理論的には

っきりしたものがあるわけでなく，経験的な知識

に頼る部分が大きい.この暖味さを避けることが

できるものとして第 3 の方法は，再生的過程を利

用した方法である . G/G/s 待ち行列モデルでい

えば，システムが空の状態に客が到着した時点は

それまでのシステムの変化がそれから後のシステ

ムの変化に影響を与えないという性質をもっ(そ

のような時点を再生点という). すなわち， 各稼

働周期でシステムの動きは独立になるので，その

周期ごとに計算される量(たとえば，その周期中

の客の待ち時間の合計)は独立標本と考えること

ができる.したがってウォームアップを考えるこ

となくすべてのデータを使い正確に独立標本が得

られる.この方法の問題点は，平均値を推定しよ

うとすると，独立標本の比の形になって推定に偏

りが生ずることと，システムが複雑になると再生

点を見いだすのがむずかしくなることである.

4. おわりに

ここでは紹介しなかったが，シミュレーション

結果の解析をめぐって，理論的に面白く発展性の

ありそうな手法がし、ろいろと提案され試されてい

る.しかし残念ながら，これらは今のところデリ

ケートな部分が多く，複雑なシステムのシミュレ

ーション解析に使えるまでにはいたっていない.

これからもまだしばらくは， r シミュレーション

は一応の目安」というところから脱皮できなし、の

ではないだろうか.
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