
線形計画問題の強多項式解法について
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1.はじめに

線形計画モデルとそれに対する最適化技法であ

る単体法が G. B. Dantzig によって 1947年に示

されて以来，一般的な線形計画問題に対する実用

的解法として単体法に勝るものがない状況が続い

てきた.一方， 1970年代に入って，いわゆる計算

複雑度 (computational complexity) の理論研

究が活発に行なわれ，計算複雑度の観点から，多

項式時間で解ける“やさしい"問題に対して多項

式時間で解けないであろうと思われる“むずかし

し、"問題 (NP一完全な問題)の存在が示され，

ORなどで定式化されている膨大な数の問題に関

してそれらが“むずかしし、"問題群に属するか否

かの分類が行なわれた(現在でもその活動が続け

られている). 

そんな中にあって，実際的に効率がよい単体法

が理論的には多項式時間の解法ではないことが明

らかにされ[6 J，また，線形計画問題が多項式時

間で解ける“やさしい"問題であることが， 1979 

年に Khachiyan [ 5 Jによって多項式時間の解法

(楕円体法)が示されることにより判明した.この

楕円体法は実用的にはとても単体法に太万打ちで

きるものではなくて「多項式時間の解法=効率が

よい解法J とし、う考えに対する反省、を促すことに
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なった.そして 1984年に Karmarkar [4J によっ

て実用的にも効率がよい(単体法を凌ぐと主張さ

れる)多項式時間の解法が提案され，その解法は

理論と実用の両面から注目されて，その改良など

を含む周辺の研究が現在活発に行なわれている.

ところが線形計画問題に対する Khachiyanや

Karmarkar の解法の手聞は入力データのサイズ

(=問題を記述するデータを 2 進表現したときの

総ピット数)の多項式の時間でおさえられるとい

うものであって，最適解を得るまでに実行する四

則演算の回数が入力データのサイズに依存してい

る.問題を記述している数値をごく微小量変化さ

せると入力データのサイズは大きく増加する.し

かし，最適解を得るまでに実行する四則演算の回

数が入力データをごく微小量変化させることによ

って大きく増加するとは(きわめて直観的には)

考えにくいであろう.したがって，線形計画問題

が係数行列の大きさ(行数m， 列数n) の多項式回

の四則演算で解くことができるのではなし、かと予

想することもできょう(このような解法を強多項

式解法という;正確には次節で定義する).この

方向の成果として，最近得られた Tardos の解法

[8J が注目される.本小文で，その解法の概略を

紹介しよう.

2. 強多項式解法とは

ある問題Pを表現するデータ中の数値の個数を

そのデータの次元という. (たとえば ， nXn 係数
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行列をもっ連立 1 次方程式を解くとし、う問題の場

合，この問題の入力データの次元は n (n+ 1)で

ある. )問題Pの解法が次の(1)， (2)を満たすと

き，その解法は強多項式時間の解法あるいは強多

項式解法であるといわれる.

( 1 )問題Pを解くまでに実行される四則演算の回

数が入力データの次元の多項式でおさえられる

( 2 )入力デ}タが有理数であるとき，問題Pを解

く過程で現われる任意の数値の十イズが入力デ

ータの次元とサイズの多項式でおさえられる.

(ここで，有理数 pjq (p ， q: 整数)のサイズは

rIOg2(P+ l)l + rIog2(q+ I)l であり，入力データ
のサイズは入力データ中の数値のサイズの総和で

ある.ただし， r X l は z より小さくない最小整

数を表わす. ) 

この定義により強多項式時間の解法は多項式時

間の解法であるがこの逆は必ずしも成立たない.

nXn~こ係数行列をもっ連立 1 次方程式がGauss

の消去法によって O(n8 ) 回の四則演算によって解

かれることはよく知られているが，このとき上記

の条件 (2) が満足されることを証明することはそ

んなに簡単なことではない.乗除算のくりかえし

によって得られる数値のサイズが入力データのサ

イズの多項式でおさえられなくなることが容易に

起こり得るからである.たとえば x=2 として

X:=X2 を k 固くりかえすと X=22k になること

に注意されたい. Gauss の消去法が強多項式解法

であることは Edmonds[日によって示されてい

る.線形計算に関係する算法で，四則演算の回数

が入力データの次元の多項式でおさえられること

が古くから知られていても，条件 (2) の確認が最

近になってできたものが少なくない.

その他に，効率よく解かれている組合せ最適化

問題のほとんどすべてに対して強多項式解法が存

在する.そのような問題の中で，最近強多項式解

法が見つかったものとして，最小費用流問題があ

る. 1984年に Tardos [7]によって最小費用流問

題の強多項式解法が示され，その後 Fujishige

1987 年 1 月号

[2J , Galil-Tardos [3J の改良を経て，現在最小

費用流問題は O(n2(m+n log n) log n) 回の四則

演算で解けるようになっている(ただし ， m 校

数 n 点数). 

3. 線形計画問題に対する Tardosの解法

Tardos [8J は最小費用流問題に対する強多項

式解法[7]のアイデアを線形計画問題に拡張して，

計算複雑度の観点から興味ある結果を導いてい

る.その結果の概略を示そう.

次のような線形計画問題Pについて考える.

( 3 ) 目的関数 cx→最大

( 4 ) 制約条件: Ax=b, x~o. 

ここで， A=(aij)はmXn 行列， b=(bi)は m 次

元(実)列ベクトル ， c= (Cj)は n 次元(実)行ベク

トル ， x= (Xj) は変数 Xj (j =I ， … ， n) を要素に

もつ n 次元列ベクトルで、あって ， Aの各要素 aij

は整数値であるとする.そして，

( 5 ) ム(A) ミ max {I detBl1 B:A の正方部分行

列} (detB: B の行列式)を満たすム(A) が与え

られているとする.どんな A に対してもム(A)

=mm'am ( α :A の要素の絶対値の最大値)は不等

式(引を満たすので，行列Aの構造に関する特別

な情報がなければム(A) としてこの値を採用す

る.ム(A) のサイズがAの次元とサイズの多項式

でおさえられることに注意する.

補題 任意の n 次元(実)行ベクトル H に対し

て ， c=c+yA とする.このとき， 目的関数の係

数ベグトル c を吾に変えても線形計画問題 P の

最適解の全体は不変である.

(証明)問題 P の実行可能解zに対して ， cx=cx 

十yAx=cx+yb であるから. I 

Tardos の解法を構成するうえで次の補題は重

要である.以下では， N=  {1,… , n} とする.

補題 2 : x* を問題 P の任意の実行可能解， ε を

任意の正数， y を次の条件を満足する n 次元行ベ

クトルとする.

(6) yA ミ~Cー ε ・ 1 ，
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(7) VjEN:(仰・j>Cj 今 Xj*=O).

ここで， 1 = (1, 1,…, 1) (n 次元行ベクトル)， a. j 

は A の第 j 列ベクトルである.このとき，問題

P の任意の最適解~に対して，

( 8 ) V j E N: (ya・ j ミ Cj+e n ム (A)::>ゐ=0)

が成り立つ.

(証明)いま，ある joE N に対して，

(9) ya ・ jO ミ cjO+e n 6(A) , .fjo>O 

が成り立っと仮定して矛盾を導こう . ~-x*は線

形等式・不等式系

(10) Az=O, Zjo>O, 
Zj 孟 o (Xj*=Oである各jENに対して) , 

cz 孟 O

の解である.したがって， (10) の解 z=云で，次

の(11) -(13)を満たすものが存在する.

(11 )馬。=1.

(12) J= {j!j EN, j =l= jo, %j=l=O} 

とおいて，

(13) I%jl 豆ム (A) (j EJ) 

が成り立つ (A が整数行列であることと Cramer

の公式による). 

(1 0) より ， %j< 0 ならばXj*> 0 であり，さら

に， (7) より ya ・ j;豆のであることに注意して，

(6) , (9) , (10) , (13) より，

(14) 0 孟c云= (c-yA)云

話 (CjO -ya ・ }O)%jO + L: {ε %J Jj EJ, %j>O} 

重一εn ム(A)+ ε(n- I)ム (A)

<0 

となって，矛盾である. I 

補題 2 にもとづいて，次のような解法を得る.

ここで，ベクトル c に対して Ilcll∞ =max{ ICjl1 

j E N} であり，実数zに対して LxJ は z を超え

ない最大整数を表わす.

基本算法

入力 :(3) ， (4) の線形計画問題Pを表現するデ

ータ A， b， c (ただし，問題Pは実行可能解

をもっとする;算法中の K は N の部分集

合). 

18 

出力:問題 P の最適解 X* または目的関数が上に

有界でないことの判定.

ステ・7 プ 0: K=ゆとする.

ステ・y プ 1 :連立 1 次方程式 Ax=b， xJ=O

(jE K)をまとめて Ax=面と表わす.Aの行ベ

クトルの張る空間へのベクトルCの正射影をぬ

として ， c'=c-co とおく.

もし c'=O ならば， FK={xIAx=る， xミ~ O} 

中の元ぉ*を見いだし停止する.

ステヴプ 2 :各jEN に対して，

{;,= LC'Jn2ム(A) I lI c'IL"J とおく.

ステ・7 プ 3 :問題 p: max{吾川 Ax=る， xミO}

の双対問題 Pホ: min{YblyA 主主語}の最適解 8

を求める.

(ア )p* が実行可能でなければ，停止する(この

とき，問題Pの目的関数の値は上に有界では

ない).

(イ )p* が実行可能であれば，

Ko= {j lÿ面・ 1一 (n2ム (A)/ lI c'll∞ )C'J孟nム (A)}

とおく(ただし， α・パ主 A の第 j 列). 

K: =KuKo として，ステップ I へもどる.

(算法終了)

上記の「基本算法J において次のことに注意する.

(1 5) ステップ I の正射影 Co は強多項式時間で求

められる .A の階数がその行数に等しければ，

CO=CAT(AA T )-lA で与えられる.

( 16)補題 1 ， 2(e= 1) より，ステップ 3 の(イ)のよう

にKを変更しでも最適解の全体は不変である.

( 1 7)ステップ 3 の(ア)の妥当性は，任意の実行可

能解 z に対して cx=c'xミ(lI c'lloo/n2ム (A)) 吾z

が成り立つことによる.

次に，ステップ 3 の(イ)でKを変更したときK

の要素数 IKI が必ず増加することを示そう.

補題 3 基本算法J のステップ 3 の(イ)でKを

変更したとき必ず IKI が増加する.

(証明)ステップ 3 の(イ)の実行時 (Kの変更前)

に得られているが，己8 を用いて

(0 (j E K のとき)
(18) c/'=j 

l(ポム (A)/ lI c' lI∞ )C/-ÿ面・ j
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{j EN-K のとき)

によって， c" を定義する，補題 l より，このよ

うに目的関数の係数ベグトルを変えても最適解の

全体は不変である.ステップ l のどの決め方と

( 18) より，

(19) Ilc吋 112ミ(ポム (A)/llc'll∞)IIc'I12 

(ただし， Hell2=(Eff)日)が成り立つので，

(20) Ilc"lIょすIlc" lI定 (nム (A)/ lI c'II"，)lI c' 1I 2 ~n 

×ム (A) を得る.したがって，少なくとも i

つの jEN-K に対して

(21) 1 (ポム 1 (A)/II引い)c'j-yliOjl 註nム(A).

ここで， y の決め方からし(ポム(A)/ lI c'll∞ )c'JJ 豆

g面・ j であるので，

(22) gã・jー (n26(A)/llc' lI∞ )c/ 孟 n6(A)

が成り立つ.目

以上から， r基本算法」はステップ 1-3 を高

々 n 固くりかえして(3)， (4) の線形計画問題P

を解く.右辺ベクトルb が整数ベクトルであると

き，ステップ 1 で FK 中の元 x* を見いだすため

と，ステップ 3 で双対問題 p* を解くために，多

項式算法[4J ， [5J を使うことにすると， r基本算

法」は高々しlog2 max laij 1 J, LlOg2 maxl bi I J, 

m , n の多項式回の四則演算を実行して問題Pを

解く.ここで，四則演算の回数が目的関数の係数

ベクトルのサイズに依存しないことに注意する.

さらに右辺ベクトル b のサイズに依存しない解

法を得るために，まず，制約式の係数行列のサイ

ズだけの多項式でおさえられる回数の四則演算で

実行可能解を見いだす算法を考えよう.

線形不等式系

(23) Ax~玉 b

を満たす解 xを見いだすために，新たな目的関数

の係数ベクトル吾を
m 

(24) é= L;(ム (A)+ l) iαt ・

(αt・は A の第 i 行)のように定義する.そして，

上述の「基本算法」を適用して，線形計画問題 P

: max{éxIl Ax;;玉 b} の双対問題

1987 年 1 月号

(25) Pホ: min {yblyA=é， y注目}

を解く.ここで é の定義(24) より，双対問題P*

は実行可能解をもっ.また P* の目的関数の値

が下に有界でなければ， (23)は解をもたない c

の定義(24) より，問題 P* は「基本算法j を用い

てbのサイズとは無関係に高々LlOg2 max 1 atJ I J, 

m , n の多項式回の四則演算で解くことができ

る.双対問題 P* の解 8 が得られたとき ， ﾏ={il 

i E {!,… , m} , ÿt> O} とおいて，

(26) F={xl 'Vi E 1: aj. x=bd 

が(23) の解多商体P={xIAx;:;玉 b} の(非空の)極

小面であることを示すことができる(証明は省略

するが，このことが成り立つように e が(24)で定

義されている).したがって単に連立 1 次方程式

(27) 'V i E 1 :αI.x=bl 

を解くことによって (23) の解m さ P を得ることが

できる.このようにして，線形不等式系(23) の解

を見いだす問題を高々しlog2 maxlaiJIJ , m , n の

多項式回の四則演算で解くことができる.また，

この算法が条件 (2) を満たすことも容易にわか

る.この算法を「算法FJ と名づけておこう.

任意の線形等式・不等式系は線形不等式系(23)

の形で表現することができ，このときのデータの

サイズは高々定数倍になるだけであるから， r算

法FJ は任意の線形等式・不等式系を高々その係

数行列のサイズの多項式回の四則演算で解くこと

に注意する.

さて， r基本算法J のステップ 1 で FK 中の元

を見いだすためにこの「算法FJ を用い，さらに

ステップ 3 で双対問題 P* : min{yl)lyA 話語}の

実行可能性を判定するためにも「算法FJ を用い

ることができる.双対問題 p* が実行可能である

とき ， P* を解くために元の「基本算法J (をコピ

ーしたもの)をサブルーチンとして使うと ， p* 

が高々しlog2 maxlaiJIJ , m , n の多項式回の四

則演算で解ける.

以上のように「基本算法j を変更することによ

って， r基本算法J は条件 (2) を満たして高々
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Llog2 maxlatJIJ , m , n の多項式回の四則演算で

線形計画問題Pを解く.

4. Tardo8 の解法の意味すること

Tardos の解法によって条件 (2) を満たし，目

的関数の係数と右辺のデータのサイズによらなく

て制約条件の係数行列のザイズだけの多項式回の

四則演算で線形計画問題が解けることが明らかに

された.したがって制約条件の係数行列のサイズ

が入力データの次元の多項式でおさえられれば，

その問題は強多項式時間で解けることになる.こ

のことは線形計画問題の“むずかしさ"が係数行

列の構造だけにあることを明らかにしている.

最小費用流問題に組合せ的制約が付加された問

題や多種流問題などでは制約条件の係数行列Aの

各要素 aij の絶対値が問題のサイズによらない一

定値でおさえられるので， Tardos の結果から強

多項式時間で解〈ことが可能であることがわか

る.他にも組合せ最適化問題の中に Tardos の結

果から強多項式解法の存在が判明するものが数多

く見いだされるものと思われる.

計算複雑度の研究のある部分では，対象とする

問題が NP-完全な問題であることが証明されて，

その問題に対する効率のよい厳密解法を見いだす

ことを諦めるというある意味で“否定的"効用が

あったのに対して， Tardos の結果はある種の問

題の強多項式解法の存在を示し，それに対して効

率のよい強多項式解法の研究を促進するという

“肯定的"効用があることは重要である.

しかし，あくまでもここで紹介した Tardos の

解法は計算複雑度の理論発展上のーステップであ

って，この解法をそのまま一般の線形計画問題に

適用しても，とても実用的解法とはなり得ないで

あろう. Tardos の結果は，線形計画問題の計算

複雑度や算法開発の研究における l つの道標とし

て理解されるべきである.理論的には，一般の線

形計画問題に対する強多項式解法が存在するか否

かを決定することが今後に残された大きな未解決
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問題である.
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