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1.はじめに

線形計画の分野では，最近， Karmarkar 法に

代表されるような非線形手法の研究が脚光を浴び

ているが，そのようなアプローチとは対照的に，

線形計画理論の組合せ的な部分に注目し，そのエ

ッセンスを見つけだす研究が過去15年の聞に進め

られてきた.有向マトロイドを用いた線形計画法

の研究がそれである.

線形計画法を組合せ論的に研究する試みは，実

は， Tucker, Balinski らによって20年以上も前

からすでに始まっている [1 ， 21J. 彼らの研究は，

シンプレックス表において，そこに現われる実数

値の大きさではなしその符号だけに着目し，線

形計画の双対定理やアルゴリズムの組合せ的な性

質を浮き彫りにした.しかし真に注目に値する研

究は， Rockafeller の啓蒙的ともいえる論文[14J

に発表されている.この中で， Rockafeller は，

線形計画法の重要定理を拡張するような組合せ論

的な枠組みの存在を予想したのである.そしてそ

の後， Bland[幻， Lawrence [8J らが， この予想

にもとづき，有向マトロイドの概念を導入し，シ

ンプレックス法や双対定理を純粋に組合せ的に拡

張して，線形計画の組合せ論的基礎を築きあげ

た.
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有向マトロイドは実線形部分空聞を単純化した

概念であるが， rマトロイド」とし、う難解そうな用

語が災いしてか，有向マトロイドを用いた組合せ

論的線形計画法の成果についてはあまり知られて

いないように思われる.シンプレックス法におけ

る Blandの最小添字規則は有名であるが，これは

l つの成果にすぎない.本稿では，線形計画理論

と有向マトロイドとの密接な関係について，これ

まであまり紹介されなかった重要な定理やアルゴ

リズムに触れながら解説していくことにしよう.

2. Terlaky の自己双対最小添字法

シンプレッグス法はピボット演算を使って線形

計画問題を解く方法であるが，退化した問題に対

し，巡回と呼ばれるピボット演算の無限ループに

入り込む可能性があるため，一般に収束は保証さ

れない.巡回を防ぐための手段としては，許容さ

れるピボットを限定する規則がいくつか知られて

いる.

10年前まではスタンダードであった辞書式規則

[5，7]は，制約式を微小に動かして得られる退化し

ていない問題を解く技法(摂動法)を，ベクトル

の辞書式順序を使って，仮想的に実現するもので

ある.

現在，最もよく知られているのはBlandの最小

添字規則[2 ， 5 ， 20Jである.説明する必要もないと

思うが，許容されるピボットの中で対応する非基

底変数の添字の最も小さい列を選び，続いて，対
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応する基底変数の添字の最も小さい行を選ぶとい

う規則である.辞書式規則に比べ，はるかに簡単

で実用的価値もあるため， Blandの選択規則が代

りに採用されるようになっている.

さて，以上の特殊なピボット選択を組み込んだ

シンプレッグス法の他に， LP を有限回で解くピ

ボット法が存在する. たとえば， Bland が最小

添字規則を発表したさい，同時に，回帰的なピボ

ット選択規則 [2J を発表している.また，その後

Edmonds-Fukuda[9J , Todd[ 18J , Jensen[ 12J , 

Ter laky[ 17], Wang'[22J らが新しい方法を次々

に提案している. Bland の 2 つの方法を含めてこ

れらの方法はすべて有向マトロイドの組合せ的な

枠組みの中から生まれたものである.

ここでは，紙面の制約上すべてを紹介すること

はできないので，最近発表されたTerlakyのアル

ゴリズムを紹介しよう.おそらく，線形計画問題

を(有限回の反復で)解くアルゴリメムの中で，

最も簡単なものであろう.直感的には， Bland の

最小添字規則を，主・双対問題の両方に同時に適

用したような方法である. Terlaky自身は，この

方法を十文字法 (Criss-Cross Method) と呼ん

でいるが，ここで、はBlandの規則との関連を強調

し自己双対最小添字法と呼ぶことにする.

扱う線形計画問題を，基準形の LP:

(1)maxzpzj 

n 

subj.tozftj 町豆bl (i =I ,…,m) 

Xjミo (j =I , …, n) , 
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図 1 辞書の行列表現

としよう.ここで， Cj, aljは与えられた実数であ

る.いま問題(1)をスラッグ変数 Xn+h …… ， Xn捕

を用いて，以下のように書き換えておく:
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z=O+ .ECj Xj Xj孟o (j= 1,…, n+m). 

また，このLP の任意の辞書 (Dictionary) を

Xi=ム-.E�勀 Xj (i E B) 
JeN 

z=%o+ .ECj Xj 
jeN 

と書き，図 1 のように行列で表わす.ここで， B , 

N(= {1， … ， m+n}-B)はそれぞれ基底変数，非基

底変数の添字集合である.辞書はシンプレッグス

表と基本的に同じものであることに注意しよう.

辞書の最適性は，主実行可能性:ふとo (i E B) と

双対実行可能性:ゐ孟 o (j E N) の両方が満たさ

れていることである(図 2 参照). 

Terlakyのアルゴリズムは，任意の辞書から始

めて，主・双対問題いずれかの実行不可能性を得

るか，または最適な辞書に到達して終了する方法

θ: 非正の要素

θ ・・・ θ

@ . . . 
@ 

θ ・・・ θ|

主実行可能 双対実行可能 最適

図 2 辞書の主・双対実行可能性と最適性
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図 3 Terlaky の自己双対アルゴリズム(十文字法)

である(図 3 参照). 

Terlaky の自己双対最小添字法

STEP O. 初期基底を B={n+l ， … ， n+m} とお

く.

STEP 1. h=min({i E B:bi<O} U {j E N:ゐ>O}) 

を満たす h を求める.そのような h が

なければ終了(吟最適解). 

STEP 2. 

Ca偶 1. hEBの場合

7・=h とおき， s=min {j E N: -arJ>O} 

なる sEN を求める.そのような s がな

ければ終了(時主不能). 

Ca鴎 2. hEN の場合

s=h とおき ， r=min {i EB:-ai'<O} な

る rEBを求める.そのような T がなけれ

ば終了(吟双対不能). 

STEP 3. (r , s) 要素あa を軸にピボット演算を行

1987 年 1 月号

ない，基底 B を更新する .STEPl へ.

2 段階シンプレックス法に比べ，実行可能性を

得るための第 1 段階がないので，驚くほど簡単で

ある.収束性の証明のアイデアについては 8 節

で説明することにしよう.

3. 線形計画法の主要定理

前節で紹介したTerlakyのアルゴリズムをはじ

め，線形計画問題を有限回の反復で解くアルゴリ

ズムは，線形計画法の主要定理を構成的に証明す

るための重要な道具となる.

この節では，前準備として，線形計画法におけ

る主要定理について簡単に復習し，後の節で，そ

れらの新しい証明方法について説明することにし

よう.

最大化(最小化)の LP において，目的関数が

制約領域の中で上に(下に)有界であるとき，そ
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の問題は有界であると呼ばれている.

線形計画法において，初等的な概念だけを使っ

て表現できる重要な定理は次のものであろう.

(LPの基本定理)

実行可能で有界なLPは最適解をもっ.

基底解の概念や双対の概念を導入せずに表現さ

れるという意味において，この定理は，線形計画

法における最も基本的な定理と呼んでさしっかえ

ないで、あろう.

さて，基本定理と並んで線形計画法における最

も重要な定理は，双対定理であろう.

(LPの双対定理)

主問題，双対問題がともに実行可能であれば

両方に最適解が存在し，目的関数値は一致する.

この定理は，基本定理と線形部分空間の双対性

を組み合せたもので，線形計画理論の中核とな

る.

定理である.

7 節 8 節では，以上の定理の初等的な証明の

アイデアについて説明する.

4. 線形計画問題と線形部分空間

線形計画問題を考える場合，その制約条件式や

目的関数が陽に与えられていることを仮定してい

る.たとえば，基準形のLPは 2 節の(1)のよう

に表現されていて，係数 Cj， aij は与えられた実数

としている.一方，双対問題は

"‘ (2)miI121be zut subj.to 
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と定義される.

このような問題の行列表現は，線形計画法の理

論を構築するさい，あたかも必要であるかのよう

に見える.ところが，この表現は，基本定理，双

対定理，シンプレックス法などを説明するときに

は，本質的なことではない.ここでは，線形計画

8 

問題を扱うさい，その行列表現よりも本質的な線

形部分空間表現について考えよう.

問題(1)を，スラック変数 Xn+h '.., Xn州を用い

て，以下のように書き換えておく.

n 

maxL:Cj 町 subj. to 
j=1 

n 

-bt+ZFtj Zj+zn+t=0(i=lv--,m) 

Xj註o (j=I ,… , n+m). 

ここで， (m+ 1) x (m+n+2) 行列Aを

。 n n+ 1 n+m m+n+ 1 

-bl au aln 。 。 。

-b2 a21 a2n 。 。 。

A=  1.... ・ H ・-…・・
-b叩伽 amn 0 0 

o -Cl -Cn 0 0 0 

。

と置き，その核空聞を V={x:Ax=O} とする.

このとき，主問題(1)と双対問題(2)は，それぞれ

次のようにきわめて対称的に書き換えることがで

きる:

(3) max Xf 

subj. to X E V , 

xa=l , 
Xj孟o (j=1 ,… , m+n); 

(4) max 釣

subj. toνE V +, 

Yf=l , 
yj孟o (j=I ,… , m+n) , 

ただし ， g=O, f=m+n+1 である.また， V

の直交補空間 V+ は {y: y=w A , W E R"'+I} で

あることに注意しよう.線形計画の主・双対問題

はこのように書き換えると，線形部分空間および

その直交補空間の双対的関係と密接に対応してい

ることが理解できる.

5. 線形部分空間と有向マトロイド

E を有限集合とし， d 次元実空間 RE の線形部

分空聞を V とする(ただし d=IEI). 任意のベク

オベレーションズ・リサーチ
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トル :x E RB に対し，各部分の符号だけを残してで

きる“符号"ベクトルを σ ( :x)と表わすことにす

る.たとえば， :x =(2， -3， 0) とすると， σ (:x)=

(+，ー， 0) である.線形部分空間 V のすべてのベ

クトルから生成される符号ベグトルの集合 σ (V)

を F とおこう.一般に， V は無限個のベクトルか

らなる集合であるのに対し ， F に含まれるベクト

ルの個数は(高々 3 d個で)有限である.このこと

から ， Fがもっ情報量は， V のもっそれよりかな

り少ないことが予想される.しかし意外にも，線

形部分空間Vの多くの性質が，その符号ベクトル

の集合σ (V) の性質として表現されるのである.有

向マトロイド研究のねらいは，集合 σ (V)が満た

す自明な性質を公理として扱い，その公理から線

形部分空間上で成り立つ(離散的な)定理やアルゴ

リズムを一般化しようとするものである.

(E 上の)符号ベクトルとは，各成分 XJ が符号

+， 0，ーのいずれかを取るベクトル X=(Xj:jE

E) である. X, Y を符号ベクトルとした時，その

合成 (composition) X 0 Yを符号ベクトル Z

(XJ Xj 手 O のとき
Zj==~ (jEE) 

l Yj Xj = 0 のとき

として定義する.符号ベクトル X， Y において，

{Xf ， Y，}={+， ー}となっている要素 JE E(つま

り符号が反転している要素)の集合を D (X, Y) と

書くことにする.また，零ベクトルを O で表わす.

有向マトロイド[3， 4， 7 ， 8， 13J とは，以下の公理

(OMl) -(OM4)を満足する (E 上の)符号ベクト

ルの集合Fである:

(OMl) OEF 

(OM2) X E F~-X E F 

(OM3) X , X'EF吟X 0 X' EF 

(OM4) X , X' E F , JE D (X , X') 

ゅヨ Z E F such that 

Z,=O 

Zj=(Xo X')j V j<$D(X,X'). 

例(線形有向マトロイド)

RE の線形部分空間 V のすべてのベクトルの符

1987 年 1 月号

号ペグトルの集まりσ (V)は，有向マトロイドにな

る.

公理(OMl)と (OM2) が成り立つことは，自明

である.公理(OM3) と (OM4)は， V が任意の線

形結合について閉じていることから簡単に導かれ

る.つまり，公理(OM3)は

(V3) 任意のベクトル :X，:X' E V と十分小さな

ε>0 に対して， :x+e:x' E V; 

そして，公理(OM4) は，

(V4) 任意のベグトル :x， :x' E V と x，>O，

ピfくO なる要素fに対して，

1:X'fl :x +lx， 1 ど E V; 

と L 、う性質に対応している.

線形部分空聞から得られる有向マトロイドは，

線形マトロイドと呼ばれる.非線形有向マトロイ

ドにつし、ては，いろいろな興味深い構成法 [4， 9J

が研究されているが，ここでは説明は省く.また

有向マトロイドは，球面上に埋め込まれた複数個

の超球面を使って位相的に表現されることが知ら

れているが[8， 13J，この表現は定理やアルゴリズ

ムを解釈するうえできわめて重要である.

6. 有向マトロイド計画

Fを有限集合 E 上の有向マトロイドとし， J と

g を固定された E の 2 つの要素とする.g成分が

正であるベクトルの集合

A={XEF: Xg=+} 

をアフィン空間と呼び， g成分が零である集合

A∞={XEF: Xg=OJ 

を無限空間または方向空間と呼ぶ.アフィン空間

に含まれるベクトルは，単にベクトルまたは点と

呼び，方向空間に含まれるベクトルは，方向ベク

トルと呼ぶことにする.任意の集合 F~E'=E­

{j, g} に対して，ベグトルの集合

P (F)={XEA: Xj這o VjEF) 

を多面体と定義する.

いま ， Pを多面体としよう.方向ベクトルZがP

内の点 X からの実行可能方向であるとは， Xと z

g 
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の合成がまた P に含まれる，つまり， Xo ZEP 

となるときに言う .P 内の点、 X は， Zf>O(Zf<O)

なる実行可能方向 ZEA∞をもたないとき ， Pにお

いて fを最大化する(最小化する)といわれる.

有向マトロイド計画問題(OP と以下略す)とは

(5) P= (F, g , f) : 

多面体 P=P (E')においてfを最大化する点

X を求めよ;

という問題である. OP (5) は ， P手。のとき実行

可能と呼ばれる.また，実行可能でかつ， ZJ ~ 0 

(j E E') , Zf>O なる実行可能方向 ZEA∞が存在

するとき， OPは非有界であると呼ばれる.

LP(3)は，有向マトロイド上の問題(5) の特殊な

場合であると考えられる.つまり， OP(5)におい

て ， E={O, \，… ， m+n， m+n+O とし ， F=σ(V) 

と置けば，

(晶) 多面体内の各点 X に対して， X=σ (x) を

満たす LP の実行可能解 z が存在する.

逆に， LPの実行可能解 z に対し， σ (x) は

OP の実行可能解である;

(b) OP が非有界であることと， LP が非有界で

あることは同値である;

(c) (叫における実行可能解の対応において，解

の最適性が保たれる;

以上のことから，線形の有向マトロイド計画OP

(5) と LP(3) とは(数学的に)等価な問題となる.

7. 有向マトロイド計画における基本定理

有向マトロイド上で OP のような問題を考える

ことの意味は何であろうか.その i つの解答が，

LP の基本定理を拡張した OPの基本定理である:

(OP の基本定理) [3J 

実行可能で有界な OP は最適解をもっ.

この定理から LP における基本定理は実ベクト

ル空間のごく限られた性質から導かれることがわ

かるのである.

多くの定理の証明がそうであるように，この定

理の証明は帰納法を使った初等的な証明とアルゴ

10 

リズムを使った構成的証明の 2 通りにわかれる.

まず，初等的な証明のアイデアを説明しよう.

実は，この証明が OP を解くアルゴリズムを発見

するために役立つのである.証明は E の要素数

IEI に関する帰納法で行なわれる.有向マトロイ

ドのマイナーの概念がそのために必要である.E

の各要素 h に対して 2 つのマイナ-

F¥h={X¥h: X EF} 

F/h={X¥h: X E F , Xh=O} 

を定める.ここで， X\h は X から h 成分を除い

た部分ベクトルで、ある.どちらの集合も ， E-h上

の有向マトロイドになることが簡単にわかる.

特に， F が線形のときは， これらは線形性を保

つオペレーションになっている.たとえば， F が

行列 A の行空間 {y: y=wA} から得られる線形

有向マトロイドの場合は， F\h の操作が行列 Aの

h列の削除に対応し ， F/h がAの h 列を単位ベク

トルとするような行(ピポット)演算後に，その列

と，その列に l を含む行を削除することに対応し

ている.一方， Fが行列Aの核空間{x: A x =O} 

に対応している時は， F\h とF/h の操作は，行

列では前者の場合の逆になる.

マイナーを使って，有向マトロイド計画問題(5)

のマイナー(子問題)P\h と P/h を

P\h(F\ h, g , f) 

P/h(F/h, g , f) 

によって定義する (hE Eー (J， g}). 線形計画問

題に限ると ， P\h は元問題からイソデックスhに

対応する不等式条件を無視(削除)した問題， P/h 

は対応する不等式条件を等式条件に変えた問題に

なっていることが簡単にわかる.この解釈から推

測がつくとおり，

(a) 問題P\h が実行不可能ならば，元問題Pも

実行不可能;

(b) 問題 P/h が非有界ならば元問題 P も非有

界である;

が自明に成り立つ.よって，次の命題が基本定理

の帰納法証明のキーポイントとなる:

オペレーションズ・リサーチ
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P/h 

表 1

OPT 

OPTloPT 

P¥h 
UB 

OPTまたはUB

OPT または INF
INF I INF またはUB

(補題A) [9J 

任意の hEE一 {f-g} に対し ， P の部分問題P

\hと P/hに対する前提条件の 4 つの組合せにつ

いて元問題P の状態が表 1 のように決定される.

ただし，OPT， UB, INFはそれぞれ最適解の存在，

非有界，実行不可能を意味する.

補題Aは，有向マトロイドの公理から簡単に導

かれる. 4 つの場合それぞれについて，背理法で

証明を試みていただきたい.ここでは， LPの場合

に限定して，その意味するところを解釈してみよ

う.たとえば，子問題P\h と P/h を解いて，最

適解どと x" を得たとする.補題から，元問題P

X2 

max 

日 =0

子問題 P\h

X, 

にも最適解が存在することがわかる.さらに，最

適解ピと x" のいずれかが P の最適解になって

いることも簡単に証明される(図 4 参照). 

rop の解は 2 つの子問題 P\h と P/h のどち

らかに引き継がれる」というのが補題Aの本質的

な主張であるが，このことを 1 歩進めて考えると

2【止め個の自明な(制約式を持たない)LPを解けば

元問題が解けるとし、う事実が導かれる.

8. 基底解の概念

LP における基底の概念は， シンプレックス法

などのピボット法を考える上で基本的なものであ

る.有向マトロイド上では，この概念が自然に拡

張される.一般に，有向マトロイドの基底とは，

条件:

X E F, Xj= 0 ( V j E N)吟X=o

を満足する E の極小の部分集合Nのことである.

基底N と各 SENに対し，

元問題 P

--句、..J_____

子問題 P/h

図 4 OP の 2 つの子問題への分解
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g jEN  h 

Dl= 

@ . . 
β 

@ . 
h 

D2= . . 
B :3 i I Tig I Tij @ @ 

θ ・・ θα θ. . . e 

f Iηg IηJ 

図 5 OPの辞書
h S 

@ . D3= I ー |θ ・・ θ Y I D4= 

Tj= 0 Vj E N-s , T.=+ 

を満足する符号ベクトル TEFが一意に

定まることが知られている.この符号ベ

クトルを T=T (N; s) と書く.

有向マトロイド計画 P=(F， g , f) において，

gEN, f"f Nなる基底N と各 sENに対し，符号

ベクトルT(N; s) の B三E-Nの部分を並べて作

った行列(図 5 参照)をopの辞書と呼ぶ.ただし，

Tij=T(N; j) i である.

2 節で紹介した， Terlakyのアルゴリズムは線

形計画問題に限定して記述したが， op に対しで

もまったく同様に記述できることは明らかであろ

う.以下の補題は，このアルゴリズムの収束性の

証明において本質的な役割を果たすものである.

(補題 B) 与えられたopと要素 hEE一 {j， g} 

について，図 8 のような 4 つの辞書を考える.

このとき，次の命題が成り立つ:

(乱) Dl と D2 が存在すれば， α=θor =゚ffi 
伶) DI と D4 が存在すれば， α=θor �=ffi 

(c) D2 と D3 が存在すれば， =゚ffior r=θ; 
(d) D3 と D4 が存在すれば， r=θor �=ffi. 

実は， Terlaky の方法ばかりではなく， Bland 

の最小添字規則や 2 節で、触れた多くの組合せ的ア

ルゴリズムについても，その収東証明の本質的な

部分が補題Bの証明に帰着することが示される.

紙面の制約上，有向マトロイド計画の双対性に

ついては，あまり触れることができなかった.LP

の双対理論は大変美しいが， op 上では，さらにー

12 
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層エレガントに展開される .oP上の双対定理は，

上の補題を使って導かれる.詳しくは[3， 9Jを参

照されたい.

Terlaky のアルゴリズムの理論的考察 [15J と

計算実験による改訂シンプレッグス法との興味深

い比較 [23J が行なわれていることを付記してお

こう.

9. おわりに

本稿では，線形計画法の組合せ論的研究の最近

の成果について紹介した.もう研究しつくされた

と考えられがちな線形計画法にも，まだまだ未解

決の問題は多い.多項式オーダーのピボット法の

発見も，その中の大きな問題である.これらの問

題の解決のためには，従来からのアプローチから

少しはなれて，新しい視点から問題を眺めること

も必要であろう.有向マトロイドの研究や，有向

マトロイドの抽象化と考えられるアサイクロイド

の研究[19Jは，その l つの試みなのである.現在

進められている理論的研究[ll ， 16Jの積み重ねが，

将来に大きな成果を生み出すことを期待したい.
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