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高速微分法および丸め誤差推定法とその応用
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はじめに

種々の非線形問題の解法において，複雑な関数の偏導

関数値を求めることは不可欠であるにもかかわらず，効

率的な算法は従来知られていなかった.ところが現在，

そのための実用性の高い算法が生まれ，各種の応用が開

拓されつつある.それは， r高速微分法J とも呼ばれる

算法で，関数の計算過程を計算グラブとして表現して偏

導関数計算をその上での一種の最短路問題として捉え，

最短路問題を解くための算法を利用することにより，偏

導関数値を効率よく求めるものである(図 1 ).この算法

によれば n 変数のスカラー関数fの計算に要する手間

(=四則演算や初等関数等の基本演算の回数)を L( f)

とすると，関数の勾配や Hesse 行列とベクトルの積を

L (f)の高々数倍の手間で， Hesse 行列の全要素を n

• L (f)の高今数倍の手間で求められる.また n 変数

m関数値のベクトル関数fを計算するのに要する手間を

L (f) とすると ， jの Jacobi 行列やその転置とベクト

ルの積をL (f) の高々数倍の手間で，そして Jacobi 行

列の全要素を min(m， n) ・ L (f)の高々数倍の手間で

求められる.また，関数やその勾配に含まれる丸め誤差

の精密な推定値も効率よく求めることができる.

これらの算法が実用化されるに伴って得られるように

なるさまざまな情報を利用することを前提として，既存

の算法の見直しゃ改良，新たな算法の考案を行なう必要

性が生ずる.その試みとして本論文では以下の 3 つの問

題をとりあげ研究を行なった.

2. 高速微分法の非線形方程式系の解法

への応用

ここでは，化学プラントシミュレータ DPSによって

水ーエタノール蒸溜塔の平衡状態を表現した 108 元非線

形連立方程式系(方程式系の計算に要する基本演算の回

数は3152 ;以下「問題AJ と呼ぶ)に対して高速微分法

を適用し，得られる情報をその解法に生かすことを試み

1986 年 12 月号

C 

た.

V1 

01 =01 • 色J • OV. • OV1 J,- �1 • 色F
åx θV. 薹2 薹1 蛉 '薹3 蛉 

= 1 . X • 1 ・ y 十 1 . V2 

b 

f 

V3 

V2 

図 1 関数“j(x， y) = (xy+b)x+c" の計算グ
ラブと高速微分法の原理

(1 )高速性の検証:一一ー方程式の Jacobi 行列を計算

するのに要する時聞を数値微分法と高速微分法とで比較

した.その結果，高速微分法は数値微分法に比較して 7

倍程度速いことが観察された.そして，それは. Jacobi 

行列を求めるさいに計算グラフをたどる回数は両方法で

ほぼ同じ (=108) 回であるが，数値微分では 1 回ごとに

計算グラフ全体をたどる(=関数値を 1 回計算する)必要き

があるのに対し，高速微分法では i 回計算グラフをたど

るさいに(=各関数値の勾配を求めるのに)，必要な部

分のみ(この例の場合，平均して l つの関数値につき計

算グラフ全体の 1/15程度)をたどればよいためであるこ

とがわかった.

( 2 )丸め誤差評価の正確さの検証:一一高速微分法に
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よって得られる丸め誤差評価式の正確さを調べるため，

方程式を構成する 108 個の関数値について，ある入力変

数値における各関数値の丸め誤差の「絶対評価=丸め誤

差の上界の評価)J や「確率評価=丸め誤差の標準偏差

の評価) J と f最大丸め誤差(=その点の近傍100点で観

測した丸め誤差のうち絶対値最大のもの )J を比較した.

その結果，高速微分法による丸め誤差の絶対評価は高々

数倍の過大評価にすぎないことが判明した.確事評価に

ついても 1-2 倍程度の過大評価ですむことがわかっ

Tこ.

(3 )正規化ノルムの導入:一一数値計算において，方

程式 fdx)=O(�= 1.…, n) を解くということは， 4ft

を ft の丸め誤差として，

ft(Æ)~4ft(Æ) (i =I , …, n) (2. 1) 

を満たす￡を求めることであると考えられる.高速微分

法を使うならば， (2)においてその精度が確認された丸

め誤差評価 4f で関数値 f を正規化したノルム ， I¥fl¥41 

=maxlft /4ft I などを導入してこれが 1 程度になるこ

とをもって停止条件とすれば， (2. 1) を満たすような解

￡を求めることが保証される.問題Aに対してこのよう

な正規化ノルムを導入し 減速 Newton 法を適用して

みたところ.正規化ノルム I\ fll 方が 1 程度まで減少し

ており，近似解が (2. 1) を満たすものであることが確

認された.このような停止条件は，人間による窓意的な

定数の導入などを行なう必要がなく，自動化に適してい

るという点で優れている.また，このようなノルムが減

速のステップサイズの制御に役立つことも明らかになっ

た.

(4 )高速微分法を利用した共役勾配法による Jacobi

行列を係数に持つ線形方程式の解法:ー-Newton法の

近似解の修正量4xを求めるための線形方程式J4x= ーf

(J: Jacobi 行列)を共役勾配法によって解くと，手間

の大部分は Jacobi 行列やその転置とベクトルの積の計

算に費やされる.そこで.これらの積の部分を Jacobi

行列やその転置とベクトルの積を求める高速微分法によ

って直接計算することにすると，修正量 4x が 2n ・L (f)

の高々定数倍の手間で求められる.しかも Jacobi 行列

自身を保持する必要はない.この方法は， Jacobi 行列

が密で，しかも計算グラフの枝の数が少ない時に有利で

ある.問題Aおよびこの方法が適していると思われる方

程式点(xlt … ， xloo)-st=O (i=I ,…, 100; ft=vlxio 

v=背Xt; 以下「問題BJ と呼ぶ)について，この方法に
より 4x を求めるのに要する計算時間と，通常行なわれ
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る(高速微分法による Jacobi 行列計算) +(LU 分解)

による計算時間を比較した.その結果は，本節の方法の

遜常の方法に対する計算時間の比が問題Aでは 5 程度，

問題B では 0.7 程度で，問題によっては本節の方法が有

利になり得ることが確認された.

その他，丸め誤差評価を考慮にL 、れた， Scaling 不変

な (Newton 法の)減速Jレールや，丸め誤差評価を利用

した残差空間，変数空間への計量の導入，近似解自身の

精度推定等についても考察，実験を行なった.

3. 大規模計算過程における丸め誤差の

振舞い

高速微分法の 1 つの特色は丸め誤差の発生・伝播を表

現する式にもとづいて，関数の丸め誤差の精密な評価が

できることである.本論文では，各基本演算で発生する

丸め誤差が互いに独立な一様分布にしたがう確率変数で

あるとした丸め誤差の確率モデルが，大規模な計算過程

における丸め誤差の性質をどの程度説明しうるかを，先

にとりあげた 108 元非線形方程式系について調べた.そ

して， 108個の関数の丸め誤差の統計的諸量について，

現実の丸め誤差から求めた標本値と，確率モデルより導

かれる理論値を比較した結果，丸め誤差の挙動は確率モ

デルによってよく説明されることがわかった.さらに，

確率変数としての各関数の丸め誤差は，分布帳が等比級

数的に減少する多数の独立な一様分布にしたがう推定変

数の和と見なすことができ，その公比は R=(確率評価)

/(絶対評価)を使って， (1-3 R2)/(!+3R2) と表現で

きることも明らカミになった.

4. 非線形最適化問題に対する応用

高速微分法によると，スカラー関数 f の Hesse 行列

とベクトルの積や Hesse 行列自身が各々 L(f)， n.L 

(f) の高々数倍の手間で求められ，勾配の各成分の丸め

誤差も n・L (f) の高々数倍の手間で求められる.これら

の特色は最適化算法については， (1)手間の観点から不

経済であるとされてきた，正確な Hesse 行列情報を利

用した Newton 法や Hestenes-Stiefel-Daniel の共

役勾配法が利用できる， (2) Hesse 行列自身を保持せ

ずに Newton 法や共役勾配法などが行なえる， (3) 目

的関数値や勾配の各成分の丸め誤差の評価を利用して，

合理的な停止条件を設けることができる， (4)高速微分

法によって得られる情報を生かした新たな算法が設計可

能になる，といった新しい視点を提供する.
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これらの観点からの従来の算法の見直しとして，種々

の共役勾配法の中でも一番原理的であるにもかかわらず

Hesse 行列とベクトルの積を用いるがために，これ

までは実用的ではないとされてきた Hestenes-Stiefel

Daniel の共役勾配法をとりあげ，従来の共役勾配法に

比して性能が優れていること，準 Newton 法に比しで

も性能は悪くなく，準 Newton 法が使えないような大

規模な問題については実用的算法たりうることを確認し

た.

5. おわりに

高速微分法の非線形方程式系や非線形最適化問題への

応用をとりあつかってきたが，まだその可能性は緒につ

いたばかりである.本格的な応用を可能にする FORT

RANプリプロセッサが現在製作されつつあり，それが

完成してさまざまな問題を解くのにこの技術が適用され

れば，またそこから，さらに新しい算法への可能性が開

けてくるのではないかと思われる.
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