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1.はじめに

資源(人，物，機械，お金)を各活動(地域，

組織，人)にできるだけ公平に配分したし、という

状況はしばしば起こる.本稿ではそのための一般

的な方法について議論するのであるが，ここでは

配分したし、資源は 1 種類であり，その資源量は離

散値しかとりえない(たとえば人聞をいくつかの

場所に配置するとき，配置された人数は整数値で

ないと意味がなLうものとする.一般的な議論に

うつる前に簡単な例題を考えてみることにする.

例 1 太郎君 (10歳)と次郎君( 6 歳)がおじ

いさんから i 万円を小遣いとしてもらった.おじ

いさんは l 万円を年齢にできるだけ比例するよう

に分けなさいと言い渡した.答えは明らかに，太

郎君に6250円，次郎君に3750円である.ところが

その場に千円札 10枚しかなく，これ以上こまかく

することができなかった.太郎君は自分に 7 千円

次郎君に 3 千円といい，次郎君は自分に 4 千円，

太郎君に 6 千円といって互いにゆずらない.どち

らの言い分が妥当なのであろうか.またその根拠

t土ワ

このようなもめ事は千円札をもうこれ以上細か

くくずすことができないという資源(この場合お

金)の不可分性(離散性)から生じている.この

かとう なおき神戸商科大学管理科学科
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ように，配分したい資源が離散値しかとらない場

合，まったく公平に資源配分を行なうことは不可

能である.そのような場合，どのような基準で配

分を行なえばよいのであろうか.それを考えるた

めに次の例題を考えることにする.

例 2 A市には市会議員を選ぶための選挙区が

3 つある.それを各々 l 区 2 区 3 区というこ

とにする.その人口は各々 2 万 4 千ラ百人， 10万

人 2 万人である.市会議員の総定数は 10名であ

る.各選挙区の議員定数をその人口にできるだけ

比例するよう定めたい. 1 票の価値を，

選挙区の議員数/選挙区の人口

と定める.市全体の 1 票の重みは(理想的な 1 票

の重みということにする) 10/144,500=6.92 X 10-5 

である.どの選挙区の 1 票の重みもちょうどこの

値になるようにするには，議員定数を次のように

すればよい.

1区 : 24, 500 X 6. 92 X 10-5 = ¥. 70人

2区: 100, 000 x 6.92 x 10- 5 =6.92人

3区 :20， 000x 6.92 X 10-5= ¥. 38人

ところが，議員定数は明らかに正の整数値しか

とりえない.したがってどのように配分しても若

干の不公平さは残る.そのため次の 4 つの公平さ

の基準を設けて議員定数を定めることを考えるこ

とにする.第 z 区の議員数をXi， 人口をPi とし，

理想的な l 票の重みをw (=1/14， 400) と記すこ

とにする.

(i) 分散最小基準:理想的な l 票の重みw と各

オベレ}ションズ・リサーチ
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



選挙区の 1 票の重みの分散(正確には人口で重み

付けをした分散)を最小にする.それは次のよう

に定式化される.

(1) νj (XJ/ぁ-W)2- →最小

(2) 制約条件: 呂町=10， Xj: 正整数

(ii) マ'"クスミニ基準:選挙区のなかで l 票の

重みの最小値を最大化する.これはいわゆる弱者

救済策で，最も不利な選挙区をできるだけ底上げ

することによって全体の公平さのノミランスをとろ

うというものである.これは次のように定式化さ

れる.

(3) min Xj/釦一一一→最大
1:<O;j:豆3

制約条件は (2) と閉じ

(iii) ミニマヴクス基準:選挙区のなかで 1 票の

重みの最大値を最小化する.最も有利な選挙区の

l 票の重みをできるだけ引き下げることによって

全体の公平さのパランスをとろうというものであ

る.これは次のように定式化される.

(4) max Xj/  pj 一一→最小
l :<O; j:豆3

制約条件は (2) と同じ

(iv) 最大格差最小基準:これはし、わゆる 1 票の

重みの不均衡の最小化を図るもので，最も有利な

選挙区と最も不利な選挙区での 1 票の重みの比を

最小化する.定式化すると次のようになる.

(5) (max Xj/釦)/(min xJ/ゎ)→最小
I豆j:<O; 3 1 :<O;j:豆3

制約条件は (2) と同じ

以上の 4 つの基準はいずれも一理あるものであ

る.表 1 Vこは各基準のもとでの議員定数配分結果

を刀ミしている.

マックスミニ基準， ミニマックス基準，最大格

差最小基準にもとづく議員定数配分案は表 l から

わかるようにいずれも相異なることに注目してく

ださい.

本稿ではここで、挙げた 4 つの基準のうち，どれ

が最も公平さを表わす基準としてふさわしし、かの

議論には立ち入らないことにするが，昨今衆議院

の定数是正問題が国会や新聞紙とで議論されてい

1986 年 9 月号

表 1 例 2 の議員定数配分問題に対する 4 つの基準に

よる配分結果(カッコ内の数値は1票の重み X 104) 

l l E Tτ区;[/)区
(2万4千5百人) 1(10万人)I(2 万人)

分散最小基準 1 2 人 (0.816) 1川0.7)1 1 人 (0.5)

三互三空五日子竺I~竺寸手(1. 0) 

ミニマックス基準 1 1 人 (O 側) 18Á (0 叫人(0.5)
最大格差最小基準 1 2 人 (0.816) ド人 (0. 7) 1 1 人 (0.5)

るので，そのことについて少し触れたい.国会で

は 8 増 7 減案がすでに国会を通過し，一応最大格

差が 3 倍以内におさまったが，あくまでこれは暫

定案であってこのままでは国民の大多数の賛成は

到底得られるものではない.現在の選挙区割りを

変更することなしに，最大格差がどの程度まで引

き下げられるかの検討が[1 1， 12Jによって行なわ

れ，各選挙区の定数に特に制限をおかない場合，

L 79倍まで引き下げられることが明らかになっ

た.越山・ー森[12Jは法律的観点からいくつかの

制約条件を加えた最大格差最小問題を解くことに

よって，具体的な議員定数配分案を提案している.

このあたりの詳しい議論については，機会があれ

ば稿を改めて報告したい.

次節以降では例 2 で考察した 4 種の最適化問題

を一般化し，それらがどのような方法で効率良く

解けるかを順にみていくことにする.アルゴリズ

ムの厳密な正当性の証明はできるだけ避けて，直

観的にわかりやすい記述を心がけた.そのため厳

密さに欠けるところが目につくかもしれないが，

その点はご了承願いたい.

2. 凸型分離形最小化問題

例 2 の(i)で考察した分散最小基準の最適化問題

を次のように一般化して考察する.

(6)SR:minimize ZIL(zj) 

(7)sub.toEfJ=民

(8) Xj :非負整数， j=l , …, n. 

ここで fj は凸関数を表わす.Nは総資源註を表

(47) 573 
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わす正整数定数， n は総活動数を表わ 1, (x,) =3x2 /2 

す. fj の増分を ホ

(9) dj (ν)=五(y)-!J(ν- 1)，
d,(5)=13.5 

y=1 , 2,..., N 

と定義する . fj は凸関数であるから，

(10) dj (1) 孟dj (2) 三L ・ h ・-三 dj(N)

が成り立つ.この性質を利用すると，

SR を解く効率の良い解法が構成でき % 
。

る.
x, 

X2 

X2 

の (5)=1ち

その解法は逐次増分法と呼ばれるき

わめて簡単な方法である.次の簡単な

例題をもとにその方法をわかりやすく

説明する.
5k一一一一一一一一一十一一一一一 5

例 3 n=2 , N=5 , f1(xd =3XI2/2 , 

β(口)=2xN3 とする. (9)式より

d1 ( ν) =3y-3/2 

d2 (ν) =2y2_2y+2/3 

4 

の(2)=% 3 

dz(1)=% 2 

1 

x , 
ん(ぉ ) =2x3 /3 

とする.逐次増分法は初期解 (X t， X2) 

= (0, 0) から出発し，資源を l つず

つ追加し，最終的に最適解を求める.

の(2)<d， (3)

d, (2)<ゐ (2)

の(1)<ゐ (2)

(X t, X2)=(0 , 0) から X1 を l 増やし

たときの目標関数値の増分は

の(1)<仇 (1)

!I(l) -f1(0) =d1(l) =3/2 

であり ， X2 を l 増やしたときの目標関数値の増分

t工

f1(J) -f2(0) =ゐ(1)=2/3 

である.したがってむを l JY'lやした)jが目標関数

の値は小さくなるので， (x t, X2) = (0, 1) とす

る.さらにここから引を 1 増やした方がし、し、か，

mを l 増やした方がし、 L、か，上と同様にして考え

る.すると ， d1(1)=3/2< d2 (2)=14/3 であるの

で，今度はねを 1 増やし ， (x t, x2)=(I , 1)を得

る.このプロセスを X1+X2= 5 となるまでくり

かえすと ， (x t, X2) = (3, 2) を得て，これが最適

解である.最適解を得るまでのプロセスが図 l に

示されている.アルゴリズムの一般的な記述は次

のようになる.

574 (48) 

図 1 例 3 を逐次増分法で解くプロセス

AIgorithm INCREMENT 

Step 1 : X: = (0, 0，…， 0) とおく.

Step 2 次式を満たす j* を見つける.

(15) dj*(xj*+ 1) 

=min{dj(xj+l) IXj<N, j= l, …, n} 

Xj*:=Xj*+ 1 とおく.

Step 3 : L. nj~lxj=N なら終了.そうでなけれ

ばStep 2 へもどる

このアルゴリズムが常に最適解を与えることの

厳密な証明は付録にゆずる.付録でも証明されて

いるように，その計算手聞はo (Nlogn+n) であり

Nが比較的小さい時は，非常に速い.計算の複雑さ

の理論からいうと， このアルゴリズムは正確には

多項式アルゴリズムではない.というのは入力デ

ータ Nは log2N ピットで表現されるので(Nlogn

+n)は，入力データ長の指数オーダーとなるから

オベレーションズ・リサーチ
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図 2 例 2 (i) における dj (Y) の値(図の数値は実際の

値を 10' 倍している)

である.逐次増分法は最初に Gross [7]によって

提案されその後 Fox [2J , Shih [13Jによって再発

見されている. [8Jには定理 l の別証明がある.

その後 Katoh ， Ibaraki and Mine[9J , Galil 

and Megiddo [5J , Frederickson and Johnson 

[3 J によって SR の多項式アルゴリズムが作られ

た.その中でも[3JによるアルゴリズムはO(max

{n , nlog (N/n)}) の計算手間をもち，最も速い.

技後に例 2 (i) では β (Xj) =ゎ(Xj/ぁーω)2 で

あるので

dj (ν)=(2ν-1)/ρj一2w

となり ， dj ( ν) は図 2 のようになるので，最適解

(2, 7, 1 )を得る.

3. ミ=マックスおよびマックスミ=配

分問題

例 2 (ii), (iii)で扱った問題はおのおの次の→般杉

で定式化される.

(11 ) 

(12) 

MAXIMIN: maximize min fj(xj) 
1 三三J亘η

sub. to (7) and (8). 

MINIMAX: minimize max fj(xj) 
1 三;}豆n

sub. to (7) and (8). 

ここで fj は非減少関数である.

図 3 には例 3 で扱った問題における f1 (xtl , f2 

(N-X1)をプロットしている .Xt，れが連続長なら

ば， 明らかにβ(X1)= f2(N-xtl となる点町=

1986 年 9 月号

1% 

24 

18 

G 

% 

1 

f:!;円
5 

図 3 例 3 におけるミニマックス，マックスミニ解

2.55, xz=2.45 が MAXIMIN および MINI

MAX の最適解であるが，残念ながらX" Xz は離

散量であるので， MAXIMIN と MINIMAX の

最適解は異なり ， (X1 , X2) = (2, 3)がMAXIMIN

の最適解， (X1 , X2) = (3, 2)が MINIMAX の最適

解となる.

一般的には MAXIMIN と MINIMA の最適解

は 2 節で扱った問題 SR と同様，逐次増分法によ

って求められる.例 3 に沿ってその方法を具体的

に説明しよう.

MAXIMIN では (X"X2)=(0， 0) から出発し，

現在の f1 (x tl (=0) ,J2(X2) (=0) のうち小さいほ

うの値を与える町を l 増やす. fr(O) =β(0)=0 

であるので X" X2 のどちらでもし、し、から l 増や

たとえば X1を 1 増やすと (X" x2)=(I , 0) をす.

得る. 再びここで fl(Xl)(=3/2) ， f2(X2)(=0)を

求め，その値の小さい方れを l 増やす.これをXl

+X2= 5 となるまでくりかえすと確かに (X" X2) 

=(2， 3) を得ることがわかる.

MINIMAX も同様に(X" X2) = (0, 0)から出発

(49) 575 
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するが，今度は Xj を 1 増やしたときの fj の値，

f1(X1+I)=f1(1)= ~，β(X2+ 1) =β(l)=3を計
算し，その値の小さい方 X2 を 1 増やして (X t.

X2) = (0，1)を得る.ここで再び β (x1+1) ニ 3/2 ，

f2(X2+ 1) = 16/3 を計算し，その値の小さい方引

を増 1 やす.これを Xl+X2= 5 となるまでくりか

えすと ， (X1 , X2) = (2 , 3) を得る.

一般的なアルゴリズムは MAXIMIN (MINIｭ

MAX) に対しては 2 節で述べたアルゴリズム

INCREMENT においてん(町+1)をすべて !J

(Xj) (五 (Xj+ 1))におきかえるだけでよい.した

がって MAXIMIN， MINIMAX とも SR と同じ

計算手間で解けると考えてよい.この方法の正当

性の証明はここでは省略する(たとえば[IIJを参

照).

例 2 (ii)のマックスミニ問題，例 2 (iii)のミニマッ

クス問題もこの逐次増分法を用いて解くと，たし

かにマックスミニ解(2 ， 6 ， 2) ， ミニマックス解(1，

8，1)を得ることがおわかりいただけるであろう.

4. 最大格差最小配分問題

例 2 (討)で扱った問題は次のように一般化され

る.

(13) FR: 

minimize g(maxfj (x j) , min fj(xJ) 
l';'j三;n 豆J豆 n

sub. to (7) and (8). 

ここで fj は非減少関数， g (u ， v) は u に関して

非減少， v に関して非増加である . g(u， v) として

はたとえば g(u， v) =u/v または U-v などが考え

られる.例 2(同では g(u， v) =u/vで、ある.

この問題は最初マックスミニ， ミニマックス問

題を解き，そこで得られた情報をもとにして，最

適解を構成する. MAXIMIN , MINIMAX の最

適解に対する目標関数値を Va" 町とする.明らか

(14) Va:S::Vb 

が成り立つ.また，

(1 5) ん =min{y I ν=0， 1 ，… ， N， fj(ν) ミva}

576 (50) 

(16) uj=max{ν|ν=0， 1 ，… ， N，Jj(ν) 豆町}

を l :S::j :S:: n に対して定義する.次の不等式は明ら

かであろう.

(17) 

補題 1 ''b 
しL

J
J
 

L
ψ
A
Y
 

U
 

', ，
，
ι
 

るま

約
定

n
z
…
凶
門
で

氾
附

<
一

4

d

i

-

-
b

、
，

L

巳
ノ

偽

Z

一
昨μ

:S::Uj (1:S::j釘)なら AZJ=N， lj三約三Uj を満

たす任意のベクトル X=(Xt."'， Xn) は FRの最適

解である.

(証明) (1 7)より補題の条件を満たすべクトルz

は必ず存在する.Xの最適性はg(U， v) の単調性と

りα，町の最適性よりしたがう. 口

補題の条件は常に満たされるように思いがちで

あるが資源の離散性ゆえ必ずしもそうとは限らな

い.離散変数のいやらしいところである.例 3 で

は図 2 より

va= f1(2) =6, Vb=β(3) = 13.5 

であるので，

ll=2 , l2=3 , ul=3 , u2=2 

となるので， l2>U2 となる. こんな簡単な例でも

たしかに補題の条件は満たされていない‘以下そ

のような場合を扱うことにする，話を簡単にする

7こ ð0 Vこ

(18) fj(xj) キf/(x;') (jキj'またはXjキ X/)

を仮定する.選挙の問題の場合はこれは満たされ

ていると考えてさしっかえなかろう.

アルゴリズムの正確な記述は後回しにして例 2

(吋がどのようにして解けるかをみてみよう . !J{Xj) 

=Xj/Pj であり，図4にはミニマックス解，マック

スミニ解， Va , Vo の値， lj， 的 (1 ~三 j :S:: 3) の値を示

した.図からわかるようにん=2>U1= 1, l3ニ 2>

的=1 となり， これもまた補題 l の条件は残念な

がら満たされていない.ここで選挙区を次の 2 つ

のタイプに分類する.

タイプ 1 :町三三 Xj/pj豆町となる正整数 Xj が存

在する.すなわち lj :S:: Uj である.

タイプ 2: タイプ l 以外の選挙区.すなわちん

>Uj でああ.

第 2 区はタイプ 1 ，第 1 ， 3 区はタイプ 2 であ

オベレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.
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選挙区 1 z 3 

II =2 l2 =6 l3 =2 

的 =1 u2=8 u3=1 

マックスミニ解

最大格差最小解

ミニマックス解

図 4 例 2 {iv}の最大格差最小化問題を解くアルゴリ

ズムの説明図

る.さてここで，次のようにしてミニマックス配

分とマックスミニ配分の中間に位置するような定

数配分をいくつか生成してやり， ミニマックス配

分，マックスミニ配分と合わせた中で最大俗差が

最小の配分が求める最大格差最小配分となる(厳

密な証明は[4Jにゆずる). 

(1)基準となる配分としてミニマックス配分を

考える.

(2) タイプ 2 の選挙区の中で基準となる配分に

おける l 票の重み最小の選挙区を選ぶ.その選挙

区の定数を l 増やし，代りにタイプ l の選挙区の

中から 1 つ選びその定数を 1 減らす.その選び方

は 1 減らした後の l 票の重みが h を下回らない

ような選挙区を選ぶようにする.このようにして

新しく得られた配分を記憶しておく.

(3)(2)で得られた配分がマックスミニ配分でな

ければそれを基準配分とし(2)へゆく.

例 2 (吋の問題では最初の基準配分は(1， 8， 1) で

あり，そこでタイプ 2 の選挙区で 1 票の重み最小

の選挙 l 区は第 l 区でその値は4. 08x 10- 5である.

したがって第 1 区の定数を 1 増やし，代りにタイ

1986 年 9 月号

プ 1 の第 2 区を l 減らし， (2 ， 7，1)という新しい配

分を得，これを記憶しておく.この配分を基準配

分とし，再び (2) をくりかえすと，第 3 区に定数が

1 追加され，第 2 区の定数が l 減少し， (2 ， 6 ， 2) の

配分を得るが，これはマックスミニ配分であるの

で上の手続きは終了する.このようにして得られ

た 3 つの定数配分 (1 ， 8， 1) ， (2 , 7, 1) , (2 ， 6 ， 2) の

なかで最大格差を最小にする配分 (2， 7，1)が，求め

る最大格差最小配分となる.

次にアルゴリズムを一般的に書くことにする.

(19) I= {j ll 三 jζn， lj>uj} 

とする.これはタイプ 2 の選挙区の集合に対応し

ている. (1 4) , (1 5) , (16) より，

(l;-u;= 1 
(20) j El 

lfj(Uj) <va-::;;'vb<fj(lJ) 

(21) Va<ó;Jj (lj) 三二fj(Uj) 三二仇 j$I 

が成り立つ. (18) の仮定より，マックスミユ解

Xa ( ミニマックス解 Xb) において

(22) xja;:;l j, Xj恒Uj j EI 

となっていることに注意されたい.というのは，

もしzfくん(j正 1) なら (20) より ， fJ(xja) <Va とな

り ， xaがマックスミニ配分となることに反する.

またxl>uJ (j E 1) なら (20) より β(X/) >Vb とな

り Xbがミニマッグス配分であることに反する.

また細かし、証明は省略するが，

(23) xja=l j, x/=Uj j E 1 

となるマックスミニ解， ミニマックス解 XU， xb は

必ず存在し，それはたとえば 3 節の逐次増分法で

得られることが (1 8)の仮定を用いると容易に示さ

れる. (1 8) の仮定を除くとこれは一般にはし、えな

い.以下 (23)が成り立っているものとする.

(fj(Uj) [j巨 I} の値を小さい順に

(24) d1<d2< …… <dk (Va) 

とする.ただし k=III. アルゴリズムは以下のよ

うになる.

AIgorithm F AIR 

Step 1 : MAXIMIN , MINIMAX を解き，叫，

町を求める . l j, Ujを(1 5) ， (1 6) によって求める.

(51) 577 
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補題の条件が満たされれば，マックスミニ解また

はミニマックス解を最適解として出力し，終了.

そうでなければ Step 2 へゆく.

Step 2 : (19)式で定まる集合Iを求め， (24) で定

まる d1 ， … ， dk を求める .X=(Xt， … ， Xn)をミニマ

ックス解とし ， Xを記憶する . i=l ， … ， k に対して

Step 3 を実行する.

Step 3 乃 (Xj) =di となる j 巨 I に対して ， Xj: 二

Xj十!とする . x/>l/ なるj' <$ 1 を 1 つ選び ， Xj , 

=zJ一!とし，新しく得られた解 z を記憶し，

Step 3 にもどる.

Step 4 :記憶された k+ 1 個の解のなかで目標

関数gを最小にする解を最適解として出力する.

終了. 口

詳しい説明は省くが， Step 1 は MINIMAX，

MAXIMIN を解くのと同じオーダの計算手聞を

要し， Step 2 はソートが必要なので o (nlogn) を

要する. Step 3 を 1 回実行するには n次元ベクト

ルを記憶する必要があるので~O(n) を要し， Step 3 

は高々 n 回くりかえされるので全体で O(n2 ) を要

する. Step 4 は O(n) を要する.少し工夫すれば

Step3 ではベクトル全体を記憶する必要はなくそ

の目標関数値だけ記憶すれば十分であることがわ

かるので，全体の計算量はもう少し減らすことが

できる.結論としては， ミニマックス，マックス

ミニ問題と同じ計算手間で最大格差最小問題を解

くことができる.

(1 8) の仮定をゆるめても，上のアルゴリズムを

ほとんど修正することなしに最適解を計算でき

る.ただ注意すべき点は， Step 1 で求めるミニマ

ックス解 z が Xj=ん(j E 1) を満たすとは限らな

いということである.これはそれほどやっかし、な

問題とはならず， xj=lj(j E 1) を満たすミニマッ

クス解は常に存在し，しかも容易に求めることが

で、きる.

最大格差最小問題は最初 Zeitlin[ 14J によって

g(u， り)=u-vの特別な形に対して考察され，彼は

有限時間アルゴリズムを与えた.その後，加藤，

578 (52) 

茨木，三根[10Jが (24)式の一般形を考察し，効率

の良いアルゴリズムを考えた.その後，最近にな

って藤重，加藤，ー森[4 ]によってより広い制約

条件のもとで， [IOJ よりも見通しのよいアルゴリ

ズムを与えた.本稿の説明はそのアルゴリズムに

したがっている.アルゴリズムの正当性の証明は

[4J , [IIJを参照してください.

5. おわりに

本報告では，離散資源の公平な配分方法に関す

るし、くつかの評価規準を議員定数の公平な配分を

例にとって導入し，離散変数をもっ最適化問題と

して定式化した.そしてそれらを解く効率的解法

を紹介した.

このような問題は背から多くの研究者によって

研究されてきているが ([8Jを参照)，最近の話題と

しては制約条件をサブモジュラー制約(またはポ

リマトロイド制約)まで拡張しでも同様の効率的

解法が構成されると L、う話がある ([4， 6J を参照)

が，専門的すぎるのでここではとりあげなかっ

た.最後にこの方面の研究，応用がさらに発展す

ることを期待する.
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〔付録1

問題 SR((6) ， (7) , (8)式)が逐次増分法で正しく

解けることは次のようにして証明される.はじめに，

d1(1) 

d1(2) 

(25) M=  

d 2 (1) …… ...dn (1) 

d2 (2).... ・ H ・ .dπ(2)

d1 (N)d2 (N) ・ H ・ H ・ ..dn(N)

なる行列Mを定義する.

定理 1Mにおける最小のN個の要素の集合Dを作る

と(ただし ， dj(yー I)=dj(y) のとき ， dj(yー 1) を優

先する)，次式で定義される X* はSRの最適解となる.

( 0 , dj(l) <$D の場合

(26) Xj*=1 N , dj(N) εD の場合

l y ， dj (ω EDかつめ(y+1) <j: Dの場合

(証明) (26) 式で定義される zホが最適解でないと仮

定する.乏を SR の最適解で

(27) 。=会J2J-zpl 

n n 
が最小の去を考えよう .XキZホであるので， I:Xj=I:Xj* 

j司 j=

=N より ， X列t*>X為t ， X♂<~凡なる i， k (1 ~i ， k~n) 

が存在する. (10) より，

d;(Xt) 云 di(X;+ I) ~d;(Xi率)

dk(Xkネ)三三 dk(xk*+I) 三三 dk(Xk)

が成り立つ.また dk(Xk*+1) <$ D , d;(x♂ ) EDより，

di(x♂) ~三 dk(Xk*+ 1) 

であるから，

(28) d;(x;+ 1) ζ dk(Xk) 

を得る.ここで実行可能解ど=(X1> … ， xi-1> xi+l , 

Xi+h … ， Xトh xk一 1 ， xk+h … ， Xn ) を考えると，
n n 
I: fj(x/) -I: fJ(Xj) =d;(x;+ 1) -dk(xk) 云 O

となる. したがってどもまた最適解であるが， X' に対

する õ ((27)式)は Z のそれより小さい. これは￡に対

する S の最小性に反する. 口

定理 2 Algorithm INCREMENT は SR の最適

解を O(Nlogn+n) の計算手間で正しく求める.

(証明) Step 2 をh回実行した後に得られた解を Xkと

書くことにする.集合

(53) 579 
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Dk={dj(y) j y=l , 2, …, Xl , j=I , 2, …, n} 

が行列 M の h 個の最小の要素からなることを k に関す

る帰納法によって示す. k=1 の時， Step 2 の手続きと，

(1 0) より明らかに Dl はMの最小の要素からなる .Dkが

行列 M の k個の最小の要素からなることを仮定して，

Dk+lがMの k+1 伺の最小の要素からなることを示す.

k+1回目のStep2 の実行によって Xj*k+l:=Xj*k+ 1 とさ

れるとすると Dk+l=Dk u {dj*(xj*k+1)}である.帰納

法の仮定から，

djホ (Xj*k十 1)~max {dj(xl)jxl乏し l S; j S; n}

であり， Step 2 の手続きより

dj*(Xj*k+1) =min{dj(xl+l) jxl<N, lS;jS;n} 

.ミニミニOR.

オレンジ・カードの経済計算

国鉄からオレンジ・カードというものが発売されてい

る.自動券売機用の磁気カードで，小銭がなくても切符

が買えるから，少なくとも，そのための券売機が数多く

置かれている大都会では至極便利だ.

筆者も金丸 000円也をだして l 枚購入した. 300円分の

オマケがついている.使ってみると，残額がみるみる減

ってゆく様子がはっきりとわかり，交通費，なかんずく

国鉄サンのそれがかなり大きな累積額になっていること

がわかった.

こうなると人間ケチになる .300円のオマケは乗客にと

って得か損か? セコイ話と 'l~ 、ぇ，経済計算をしてみ

るのも一輿であろう.

簡単に言ってしまえば，料金を先にとられてしまって

も，その金利分がオマケでカパーされれば得になるし，

そうでなければ損になる.使う上での便利さなど他の要

因もあろうが，ここではとりあえす.経済的要因だけをと

りあげることにする.

しかし，これはその乗客が常日頃どのような資金運用

をしているのかによる.いし、かえれば，その人にとって

の金利はいくらかということである.しかし，これは人

によってマチマチであるから，年 1 分から 1 割までの値

を想定して，その各々について計算してみることにしよ

う.

個人差の大きいもう 1 つの要因は使用の頻度である.

買うとすぐに使ってしまう人もあろうし，何年にもわた

って少しずつ使ってゆく人もあろう.その使い方だって

時間的にみて均等とし、うわけではなかろう.

580 (54) 

である.したがって(10) のめの単調性より dj*(Xj*k+

1) は M における k+1 番目に小さい要素である.よって

帰納法による証明が完成した.よって定理 1 より，

Algorithm INCREMENT が出力する解 z は SR の

最適解である.

次に計算手間であるが， {dj(xj十 1) Jj=I ,… , n} を

ヒープ (heap [1])などのデータ構造で保持しておけば

Step2 の j* の計算やそれにともなうヒープの修正も

o (logn) 時間で行なわれる.またヒープの初期設定は
O(n)時間でできる. Step 2 , 3 のくりかえしはN-1 回

であるので全体で O(Nlogn+n)時聞を要する. 口

しかし，大雑把な見積もりをす年利率使用期間
るために，毎日一定額分乗車する 1 分 4200 日

ことにして，ちょうど z 日で全額 2 分 2200 日
3 分 1500 日

使いきるものとしよう.つまり， 4 分 1100 日

当初獲得した突通費はオマケを含
5 分 900 日
6 分 700 日

めて 5， 300円分になるから，カード 7 分 600 日
8 分 550 日

を使わなければ，毎日 5， 300/ X 円 9i 割分 500 日

を z 日間国鉄サンに支払うことに
450 日

なる.

このようなキャッシュ・フローの現在価値を求めるに

は，経済性工学でよく知られている年金現価係数をこの

値に乗ずればよい.すなわち，
5， 300. 色三且土 i ) -"'} 

X 

となる.ここには日歩である.

さて，この現在価値が5， 000円を上回れば，乗客にとっ

ては得な買い物，下回れば損な買い物となるわけだから

その損得の別れ目となる日数を計算しておけば，各乗客

に判断の材料が提供できる.つまり

5000=主旦Q. i1 ー(1十 i ) -"'} 
X 

とし、う方程式を満たすzを求めればよい.均等に使って

この期間以内で使いきれば得ということになる.

この方程式を解くには数値的方法を用いなければなら

ない.いろいろな方法が考えられるが，ここではごく手

軽に，手近の関数電卓を使って 2 分法を試みた.結果は

表のとおりである. (計算は日歩で行なったが，表ではわ

かりやすいように，年利率に換算しておいた.)ただ，精

度はあまり高くなく，信頼できるのはせいぜい 1-2 桁

であるが，もともと大雑把な見積もりであるから問題に

はならないだろう.

オレンジ・カードを買うか買わなし、か? あとの判断

は読者各位におまかせしようからくり堂主人)
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