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1. はじめに

ある事象の生起回数zに対する確率分布関数と

して最もよく知られているのは，各試行の独立性

に基礎を置く二項分布や Poisson 分布であろう.

しかし，情報科学を含む社会科学の分野では，こ

れらの偶然型確率分布よりも裾の広がった形の，

逆べき型分布 ( ocx-p ) が観測されることが多い.

次のような例が昔からよく知られている.

① 一定の長さの文章の中に z回出現する語葉

の相対度数 (Zipf [10J) 

② ある主題に関して一定期間内に Z件の論文

を掲載する雑誌の相対度数 (Bradford [1 J) 

③ ある期間に z件の論文を発表した研究者の

相対度数 (Lotka [4J) 

④ 人口が z万人台の都市の相対度数 (Zipf

[10J) 

⑤ 年収が Z百万円台の世帯の相対度数 (Pa

reto [7J) 

⑥ 事業規模(売上げ高，研究開発資金等)が

z億円台の企業の相対度数 (Ijiri & Simon 

[3J) 

⑦ z種類の「種」を含む生物の「属J の相対

度数 (Willis [9J) 

この種の分布を表現する式には，伝統的にいく

つかの変形があるが，それらは結局等価な表現な
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ので，本稿では一括して Zipf司Bradford 分布と

呼ぶ.この事情について2. で述べる.そして，こ

の型の分布が，各試行における生起確率が独立で、

はない(過去の試行結果に依存する)ことを前提

とした確率モデルから導かれることを，偶然型の

Poisson 分布と対比しつつ3. -4. で説明する.最

後に5. では，従来の Zipf-Bradford 分布の式と

多くの観測例のあいだに指摘されていた不一致が

このモデ、ルにより解釈可能となることを示す.

なお，本稿で使用する記号とその意味を表 l に

まとめた.

2. Zipf-Bradford 分布関数

2.1 いくつかの表現の変形

a) 生起回数一存在確率 (Lotka 型)

生起回数 z回の個体の存在確率 f(x) が，

(1) f(x) は x- P

にしたがう . p は経験的に 2 前後の数である.

b) ランク一生起回数 (Zìpf 型)

個体を生起回数の高い順に並べた時 r 番円の

個体の生起回数 x(r)が次式にしたがう.

(2) x(r)oc(r+ro) 一σ

Zipf 自身の式は σ= 1 ， ro=O であったが，その

後経験的に上記の式に拡張されている.

c) ランクー累積生起回数 (Bradford 型)

ランク r までの累積生起回数 S(r) が，

(3) S(r) ocln{1 + (r/ro)} 
で表わされる.
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表 1 本稿で使用する記号の意味

記 号 説 明 障型空
x ,x(r) 
r , r(x) 

ある個体(箱)がもっ生産性(生起頻度). x=0, 1, 2,… 1, 2 

2, 31 
xm 

個体(箱)を生産性の大きい順に並べたときのラング. r=1 , 2 ,… , M 
生産性最大，すなわち r=1 の個体(箱)のもつ生産性. 31 , 32 

M 個体(箱)の総数. 7, 8 

N 

ρN(X) 

全個体の生産性の総和.生産性をボールの個数で表わすとき，ボールの総数.

ボール数Nの時点で ， (N+1)個目のボールが生産性z の箱に入る確率.

7 

4, 9, 11 , 14 

14 日 PN(X) の中に現われるパラメータで，確率過程の偶然性を示す尺度.
。 。=1+aM. 確率分布関数に現われるパラメータ. 17 

ν ν=αN. 確率分布関数に現われるパラメータ. 18 

fN(X).!.(X) 生産性の総和(ボールの総数)がNの時点において，生産性(ボールの収容個数)が z

である個体(箱)の存在確率.本稿の中心である確率分布関数である.

4, 19 

ん>l(x) ， f.<dヱIIν}> 1 :および ν <t 1 の各極限における漸近的な λ(X). 27, 29 
p I fN(X) o: x-p の形で近似される場合の逆ベき指数. 1, 12, 30 

28 μ |μ=ν/ (1 +0). f，νれ (X) の中に現われるパラメ}タ.

Al(X) I f，ν (X) の解を ν で展開したときの係数. 21 

S(r) 個体(箱)を生産性の大きい!慣に並べたとき，ランク f までの累積生産性. 3, 32 

r(X) カガo ンマ関数 r何ω) =~~e-tt 

B(X, Y) ベ-タ関数 B(X, Y町)=r(X) r(げm町Y町Y)/ν/r(x+刊刊Y町) =~:山川(μ1 一 t)川t

12 

12 

2.2 各表現の等価性白]

j(X)はその定義により，

j(x)r:x:.-dr/dx 

であるから，この関係を式 (2) に適用して，式(1)

と (2) が等価であることが導かれる. p=l+σ-1 と

なるので， σ=1 なら p=2 となる.

また ， x(r) は S(r) の微分形であることも定義

t明らかであるから，式 (2) と(3)を比較して，

(3) は (2) において σ=1 の場合に相当すること

がわかる.

3. 確率宅デル

3.1 玉入れのモデル

l 問 l 回の試行を，多数の箱に向かつて次々と

ボールを投げ込んでゆ〈過程と見なし(ボールは

必ずどれかの箱に入る) , 全部で N個のボールを

投げ込んだ時， X{困のボールが入った箱(生起回

数 zの伺体)の存在確率を jN(X) とする.

きて， これに (N+ 1) 番目のボールを投けー込ん

だ時，そのボールがある特定の箱に入る確率が，

1986 年 3 月号

その箱にすでに入っているボールの数zに依存す

るとしよう.この確率をPN(X) とすると，次のよ

うな漸化方程式が成り立つ.ただしMは箱の総数

である.

(4) M・jN+l(X) -MojN(X) =如何一 1) x 

{M ・jN(Xー 1) }一戸(X){MojN(X)} (x ミ1)

(4') M・jN+l(X) -MojN(X) = 一如何) x 

{MojN(X)} (x=O) 

左辺のNの差分は徴分に置き換えてもほとんど

問題がないので，

(5) âjN(X)/âN=戸(x-1)jN(X- 1)

-PN(叫ん(X) (X~ l) 

(グ ) 稻N(X)/祚=-PN(X)jN(X) (x=O) 

ρN(X) の形を与えれば，この式から確率分布関

数 fv(x)を求めることが原理的には可能である.

したがって，この式およひ~PN(X) の形が，確率分

布を導く鍵となる.この他に，確率の性質から当

然、次の式が成り立つ.

(6) r;;=o/N(O)=I 

(11) 145 
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(7) L. ';~ox.!N(x)=N/M 

(8) L. ';~OPN(X) ・!N(X) ニ I/M

3.2 Poi錨on 分布の導出

ボールが飛び込む確率が，箱の中のボールの数

zによらない(すなわち，各試行はそれ以前の試

行に独立)とすれば， PN(X) は定数であり，式 (8)

と (6) から，

(9)μ(x)=I/M 

となる.これを式(ラ)， (ゲ)に代入した時の解は，

(10) !N(x)=exp(-N/M) ・ (N/M)X/x!

(xと0)

となり， Poisson分布になることが確かめられる.

3.3 Zipf-Bradford 分布の導出

次に，ボールがある箱に飛び込む確率が，すで

にその箱に入っているボールの数zに比例すると

仮定する.すなわち，

(11) pN(x)=KN(X/N) 

経済学者の Simon は，この仮定に立って漸化

方程式 (5)から確率分布関数!N(討を導いた[3，8J.

それは，次のようなベータ関数の形をしており，

Yule 分布とも呼ばれている.

(12) !N(X) αB(x ， p) =r(p)r(x)/r(x+p) 

ここにB(x ， p) はベータ関数， r(x)等はガンマ

関数であり p はある制約条件により決まる定数

(p> 1) である xが大きい領域では式( 12) は，

(13) !N(X) 氏 x-P (p>l) 

となり， Zipf-Bradford分布の式(1)と一致する.

なお，最近 Eto と Makino は，企業が保有す

る特許の数の分布に対し，多少違ったモデルから

(1 2) と同じ Yule 分布関数を導いている [2].

3.4 ['偶然的J な過程と「人為的J な過程に対

する確率分布

ある箱の中に l 個のボールが飛び、込む確率 PN

(x)が x によらず一定とした時， Poisson 分布

が導かれ xに比例するとした時Zipf-Bradford 

分布が導かれることがわかった.後者の場合は，

すでに多数のボールを収容している個体ほど，新

しく追加されるボールを高い可能性で受け入れる

146 (12) 

という現象を，最も単純にモデ、ル化した結果で、あ

る.

Poisson 分布が「偶然的」な過程から生ずるの

に対して，このような現象は何らかの「人為的」

な過程がかかわっていることに由来すると考えら

れる.たとえぽ，論文(ボール)が多くの雑誌(箱)

にまったく偶然に投稿されたら，また人聞が国土

中にまったくランダムに散在していたら，雑誌の

掲載論文の分布も，都市の人口の分布も Poisson

分布になるはずである.しかし，より著名な(投

稿数の多し、)雑誌にますます投稿がなされ，より

大都市を日がけて人が集まる結果が，Zipf-Bradｭ

ford 型の分布になることを， 上記の単純なモデ

ルは示している.

Poisson 分布と Zipf-Bradford 分布を導〈モ

デルを図 1 に図解的に示した.

4. 確率毛デルの改良

4. 1 モデルの問題点

3. で説明したモデルにより，新たなボールが特

定の箱に入る確率 PN(X) が zに比例するとした

時， Zipf-Bradford 型の分布が導かれることが

わかったが，このモデ、ルには次のような難点、があ

る.

① 空の箱 (x=o) に新たなボールが入る確率

は式 (11) より O なので，これらの箱は永久に

空でありつづけることになる.この不合理を

避けるため， Simon [8Jはまず空の箱か空で

ない箱にボールが飛び込む確率比を a: l-a 

とし，空でない個々の箱に入る確率を式 (1 1)

にしたがうとした(式( 12) の p はこの a と一

意的関係がある). しかし， この仮定はきわ

めて人為的であり，空でない箱の総数M1が，

ボールの総数Nに比例して増加するという非

現実的な面が生ずる . (たとえば， ある小説

の最初の 10ページに現われる語裳の総数に比

べて，次の 10ページに現われる新しい語葉数

は少なく，さらに次の 10ページではもっと減

オベレーションズ・リサーチ
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Poisson 分布を導〈モデル
............................................................................................................................、・・・・・・・・.

偶然的な現象ー一一 11旦J 1 回の試行が独立で，他の試行結果に左右されない。

(N十 1) 番目のボールが，ボール数Z の箱に?pm 
入る確率: 山)=占(先)

• l ~ l l¥¥¥¥¥) 
1/ M 1/ M 1/ M 1/ M 1/ M 1/ M 1/ M 1/ M 1/ M 1/ M 

ULJLJLJUU lJ bHJ 国
¥ 

『γ

M 個の箱に入った合計N個のボール

モデルの解 : x11占!のボールが入っている桁の数の確率 : fN (x) 
\/、z

fN (x) = 巴xp \一員 )'\N/M) /x/ 

. 
、・.............................・............・・・・・・・・・..........・.....................................・・・・・・・・・・・...............・・・・・

Zipf 分布を導〈モデル

人為的な現象一一(N+ 1) 凶日の ~JU二t における，t起倍率は，それまでの NI且の結果 j 
(度数分布)に左右される。

0、 Oαロxx)・・・
‘ (N+ 1) 呑 [j のボールが，ボール数z の粕に入る

1K 1K 1K 1K 2K 2K 3K 4K nK 

世-凶凶凶い|七ωl いo∞0....01
M個の柏に入った合計N1同のボール

モデルの解 :x個のボールが入うている箱の数の確率 : f." (x) 

z が 1-分大きければ， fN (x) こ kNr( 1 +ρ) . x ρ 
...........................ーーー・・白色 . 

ー..守守'ーー・.......・・・・・・・・・・...・・・・・・・・・..................ーー守 ー・・・・・ーーーーー.. ・・・・・.....・・.............ーーー ー手企守ー守 ・ー・ーーー..........・......・・・..........，-

図 Poisson 分布と Zipf-Bradford 分布のモデル

1986 年 3 月号
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るだろう. )筆者はこの仮定をいくぶん緩めて

もう少し現実的なものとしたが，やはり十分

ではなく ， !N (x) は z→O で発散するという

( 12) の形は変わらなかった.

② (12)を得る過程で， !N(X) はNにのみ依存

する部分と zのみに依存する部分の積で表わ

されるとし、う仮定を置いているが， これも自

明ではない.

このモデルでも，想定し得る箱(個体)の総数

が事実上無限である場合は問題は少なく，観測さ

れる多くのデータをよく説明する.冒頭に挙げた

諸例において，箱の総数Mv;こ相当する，あらゆる

語葉の数，世界中の雑誌の数や研究者の数などは

1 つの文章サンプル中の語集数や，ある主題のサ

ンプル文献集合に含まれる雑誌数や著者数に含ま

れれば無限に多いであろうから，上記のモデルか

ら導かれる Zipf-Bradford 分布 (12) あるいは

( 13) がよく成立するものと考えられる.また，者Il

市の人口分布や，陛帯や企業の収入分布では X

=0 の近くの分布を問題にすることはなし、から，

これも Zipf-Bradford 分布で説明できる.しか

し次のような場合はMは事実上も有限で、あり X

=0 の個体に対しでも有効な確率分布関数が必要

とされよう.

a) ある図書館に所蔵する雑誌(その総数がM)

に対する一定期間内の利用(複写，貸出等)

の回数の分布

b) 文献データベース中で，統制キーワードや

分類コード(その語葉数がM) が索引されて

いる記事数の分布

4.2 偶然性と人為性を統合した改良確率モデ

JJ... [6J 

3.1 で導入したモデルに対して ， (N+l) 個目の

ボールがある特定の箱に入る確率ρN(X) が X に

線形に依存するとする.すなわち，

(14) pN(x)=K{(x/N) 十α}

容易にわかるように，この式は (9) と (1 1)の折

衷であり，第 l 項が[人為的」な因子，第 2 項が

148 (14) 

「偶然的」な因子を表わしている.

式( 14)を式 (8) に代入し， (6) と(7)を使うと，

定数Kが次のように定まる.

(15) K=I/ (1 +αM) 

この (15) および(14)を式 (5) および (5') に代入

すれば，漸化方程式として次式が得られる.

。!N(X) ー í(xー l\
( 16) 一一一一一ー←ーJ(一一村山(x-l)

祚 1+αMl\N ノ

-(長+α)ρ(x)} (店 1)

�!N(O) 
( 16') 一一 = -" "'-n-r!N(O) 祚 1+αM 

ここで， α， Nに変えて次のパラメータ

( 1 7) θ=1+αM 

( 18)ν=αN 

を導入し，これにともなって !N(X) も !.(X) と記

述することとすれば，式 (16) ， (16') は次のように

なる.

âf，ν(x)_lí(xーl\
( 19) 一一一j(~+I)!.(x一 1)

。νθ{\ν/

一(~ +1) ル)} (比 1)
�!.(O) _ _!.(O) 

(19') 百了一一一

この漸化方程式の解 !.(x) が求める確率分布関

数である.

4.3 改良モデルに対する確率分布関数

4.3.1 一般解

まず式 (19') から !.(O) を求める.ν=0 (すなわ

ちN=O) ではすべての箱が空であるから!.(0)=1

と L 、う初期条件を用いて，

(20) !.(O) =exp( 一ν/θ)

この解は x=O の箱の存在確率は，ボールの

総数の増加とともに指数関数的に減少することを

示す.

」般の zに対して，式 (19) から !， (x) の解析的

な解を得ることは，筆者の数学の知識の範囲内で

は困難である.ご教唆を賜れば幸いで、ある.

そこで，一般解の形を推測するため，式 (19) に

おいてまずx=1 と置き， !， (O) に式 (20) の解を代

オベレーションズ・リサーチ
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表 2 x= 0 - 5 における f.(x)

j~(x) =e-.18L::=oAt! x) νz 

Ai(x) 

τγ-i = 1 | =23  

178I11 二(
01 1 

。

2 。

i = 4 =5 

(1+0)(2+0) 2(1+0)2 

3 o 両市お両 弘前;(副 | 6(lto)8 1 

6 11+50 
410 lti説)厄手町両町4千亙) 2(汗0)2( 函~7J戸(長雨) 示品~ti)SI面再r 1 詞両面 )4

~ I 24 4(5+20) 7+30 
51 0 I師同)(山長

入することによって!.( 1) を得，次に式( 19) で z

=2 と置いて!.(1 )にいま得た解を得て fν(2) を求

める，とし、う過程を~次的にくりかえして，最初

のいくつかの zに対する解を求めた.この結果か

ら !.(x)は一般に次の形になると予想される.

(21) !.(x) =exp( -lJ/O) ・ L: f=IAi(X) νt

(x ミ 1 ) 

係数Ai(x) の i= 1, 2, x , x-I , x-2 の場合の式

を以下に示す. (r( x) ， B(x ， ν) はそれぞれガンマ

関数，ベータ関数である)

(22) A1(x) =B(x , 1 +θ) =r( 1 +O)r(x)/ 

r(x+1+0) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

A2(X)=B(O, 1+0).B(x , 1+2θ). L: j斗
{j .B(O, j+ 1 +θ)}-1 

A ", (x)={x! (1+ θ)x} ー 1

A.v-l(X) = {(x-2)! (1 +θ) ",-1 (2 +0)}-1 

A ",-2(X) 

一 (3十θ)x 十 (θ一 1)
2(x-3)! (J +θ)X-2(2+θ)2 (3十θ)

式 (20) - (26) にもとづき，

!.(x) の解を表 2 に示す.

x= 0 - 5 における

4.3.2 ν~1 における漸近解

式 (21)の右辺において日とlJ"，-1の項のみ残し，

A", (x) , A"，-I(X) に式 (24) ， (25) を代入すると，次

の漸近解が得られる.

(27) !.>1 (x) 竺Pp(x) x 
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{ 1+自二1i)-exp( 一同)
μ(2+θ) J 

ここに Pμ (x)は Poisson 分布関数

Pμ(x)=e μμx/x! 

であり，パラメータ μ は，

(28)μ=ν/(1 +θ) 

(x ミ 0)

である.すなわち， ν~1 での !.(x) の式 (27)は，

Poisson 分布関数に補正因子を乗じた形をしてお

り， ν→∞の極限において Poisson 分布と一致す

る .ν~1 の条件は，式(18) と (14) より， 1 [ri)の試

行の確率関数ρN(X) の第 2 項(偶然因子)が支配

的である場合に相当することがわかる.

4.3.3 ν~1 における漸近解

式 (2 1)の i=1 の項のみをとり， Al (x) に式 (22)

を代入すると ， x主主 i に対する漸近解が得られる.

ZニO に対する解(20) と合わせて，

(exp( 一ν/θ) (x=o) 

(29) !.<1(x)= イ νexp( 一ν/θ )B(x ， l+θ)

l :::::lJexp( -lJ/θ ) r(1+θ)/ x1
+O 

(x迄 1 ) 

ν<<1 の条件は，式( 14) の第 l 項，すなわち人為

因子が支配的な場合に相当する.この漸近解は，

Simon が得た Yule 分布 (12)あるいはその近似

式である Zipf-Bradford 分布(1 3) とほぼ一致し

ているが，次の点で優れている.

① x=O で発散しない確率分布である.
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② zの指数ρ(=1 +8)に物理的意味を与えた.

式( 1 7)から，

(30) p=1+θ=2+αM 

で p は偶然因子 α と箱の総数Mに関係づけられ

る.ここで与えられている制約条件 ν=αN<<"1 か

らみて， αM もそれほど大きくないと考えられる

ので，指数 p はほぼ 2 か，それよりやや大きい値

ということになる.しかし経験的に得られる p は

1. 5-2 程度の例が多く， 理論とのあいだにやや

不一致が見られる.

4.4 ν<<"1 における分布の代替的表現

式 (29)は，確率モデルの ν<<"1 の極限として，

Zipf-Bradford 分布(1)を理論的に導いたものだ

が，最初に述べたように，この分布に相当するラ

ンク一生起回数型表現 x(r) や， ランクー累積生

起回数型表現 S(r) も情報科学ではよく用いられ

る(式 (2) および(3)に相当).定義により，

(31) r= L.~r:;x(rlM'j， (x) 

(32) S(r) = L.~'::"，(rlxM 'j, (x) 

であるから，これらの式の j， (x) に (29) を代入す

ることにより x(r) ， S(r) を得ることができる.

(式(31)， (32) の Xm は，最高ランク，すなわち

r=1の箱に入っているボールの数でボールの総数

Nにより決まる. )詳細は文献 [6J にゆずり，結

果のみを記す.

(33) x(r) ご [M凶吋/8r(θ)J1/8/rl/8 

([θ/(8 ー1) J{M同サ/8r(θ)P/8 ，

r(トIl/8θ> 1)

(34) S(r)::::: イ
IMve-νln{ 1 +[(Xm+ l)/M凶寸

¥ r} (θ= 1) 

式 (33) は式 (2) に対応し，式(34) の θ=1 の場合

がBradford分布関数(3)に一致する. (33) と (34)

は f があまり大きくない(ランクの高し、)領域で

の近似式である.実測のデータに対して S(r) を

lnrに対してプロットした時，図 2 ~こ示すように，

J 字型になる場合と S字型になる場合が報告され

ているが r の大きいところでの挙動を考察する

ことにより，パラメータ θ のある臨界値を境にし

150 (16) 

S (r) S (r) 

(a) (b) 

lnr ln r 

図 2 lnr-S(r) プロットで経験的に得られる 2 つの形

(a) J字型 (b) S字型

て，この相兵が現われることも証明される.

5. おわりに

本稿に述べたような理論的解析が，情報科学に

おいてどのような応用領域をもつか 1 ， 2 の例

で紹介したい.

Bradford が英国のScience Museum Libraryの

館長であったことでもわかるように Zipf-Brad

ford 分布は， 特定分野の雑誌の収集計画の立案

に参考となる . S(r) の形から，その分野の中核

誌，準中核誌，周辺誌の数を予測し，たとえば，

利用の80% とか90%を満たすには何種類の雑誌を

収集すべきかの分析から， コスト効果を考えて収

集誌を決めることになる.

文献データベースの検索のためには，その中の

索引語，標題，抄録等の中の用語を抽出したキー

ワードファイルを作成するのが普通である.検索

システムの必要記憶装置や処理能力を設けるうえ

で，たとえば 100万件あるいは 1000万件の文献を

蓄積した時，キーワードの語集数とそれらの度数

分布を予想することは重要である.乙こで、述べた

モデ、ルは，比較的少量の文献集合における分布の

形から，大量の集合のそれを予測するのに役立

イコ.

Zipf-Bradford分布は， Poisson分布や二項分

布に比較して，特定の個体に生起度数が集中し，

そのために分散の大きい分布になる.このため，

実用の世界でこの種の分布をとり扱うシステムに

は， コスト効果の面で厄介な問題が生ずる.情報

のとり扱いに計量情報学が必要とされる所以であ

オベレーションズ・リサーチ
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