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1. はじめに

企業における現実の最適化問題のうちで，組合

せ最適イ主題題となるものは少なくない.たとえば

鍍者がすでに本誌で紹介した土建工事における建

融機械の組合せ問題や，ポンプ・ステーションに

おけるポンプ仕様決定問題もその例である ([4J ，

[7J). 本高では，多くの現実の組合せ最適北問題

のうちから，特に一般性が高しかっ最適化によ

る効果の大きな代表例について紹介する.

以下，まず組合せ最適化問題としての機械・資

源・労務ピークの鷺み和最小化問趨の概要を説拐

しつづいてその解法を述べ，最後に翼実の艶題

への適用効果の数値例を示す.

2. 問題の概襲

2. 1 爵置の霊饗栓・密難性・一般性

(1)重要性

機械・資源・労務ピャクの最小化問題は，たと

えばプラント建設プロジェクトにおける建設機械

のどーク能力， 1 13 当りの所要諸費源量のどーク

{鼠および作業員のピーク人数などのような各種

ピ}ク値を下げることによって， コスト最小化を

悶るものであるー

この剖でプラント建設地が中近東の砂漠地帯に

あるような場合，作業員のピーク人数や， 1 13 当り

いしどう かずしげ三菱重工業紛技術本部技術計算
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の水の所要最のピーク値などは，必要な仮設宿舎

や諸設備の規模に直接関係し，工事費を大きく

右する.現実に，数百億円の工事費のうち，このよ

うなピーク鑑に鹿接的に依存する部分が何割かを

占めるというような例もある‘このような場合，

工程を調整してピーク値をできるだけ低くして費

用の最小化合悶ることは，きわめて重要である.

(2) 密難役

しかしながら，この種の現実の問題は，その議

要性にもかかわらf，解くことがなかなか困難で

ある.すなわち，各作業の開始可能時期，完了期

限，実施期間の上隈・下限，割付け可能な機械・

資諌・作業員の数量の上濃・下限などの多様な条

件が課せられているため，比較的簡単なモデルを

扱ってきた従来からのスケジ品}ル理論の研究成

果をそのまま活用することはほとんど不可能であ

る.しかも，作業項§数，機械・資額の種類数お

よび作業員の職種数が増えて，問題が大規模・複

雑になるにつれ，これを解〈ことは飛躍的にむず

かしくなってくる.

(3) 一般投

本稿でとり扱う最適化問題は，かなり一般伎の

高いものである.一般的にコストは，機械・設備

費，材料費，労務費などから成るが，各作業の所

要材料の量や作業量邑俸は個々の作業の特殊設に

依存するものであるから工程最濃化段階では所与

と考えるべさである.すなわち，一般的に工程最

適化によるコスト最小化では， J二述のような各種
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のピーク植の重み和最小化が主要な問題と

たる.さらにピーク備という観点からは機

誠・資源~.労務を区別する必要がないので，

本稿では以下，用語を労務の用語に統一し

て述べるが，このことは問題の一般性を導

うものではない.

2.2 最適化の入磁力・原始ネヴトワーク

(1)最適化の入出力

最適化の主要な入力・出力は次のとおりで、ある.

入力工事の鷲工時期・竣工時期

入力 2 :各作業項目ごとの職種別作業蚤

入力 3 :各作業努自の実施I!綴序に欝ずる額約

出力各作業境問の開始時期・終了時期

出力 2 :各作業項同ごとの職穂別投入人数

{入力 2 )は延べ人数{入・ 8) で与え， (入力 3 )は

PERT 形式のネットワークで与える.当然ながら

この段階ではすべての作業項尽が}I反序づけられて

いるわけではない.蛇足になるが各作業演浅の実

施時間を PERT では入力しなくてはならないが

本橋の方法では{出力りとして求められるのでそ

の必要がない.なお，必要に結;じて次のような各

種の制約条件を付加入力として与える.

付加入力各作業項尽の開始・終了時期に関

する縦約

付加入力 2 :各作業項自の実施時間の上限・下

狼に関する縦約

付加入力 3 :径意の 2 つの作業項目の開始・終

了時期に関する制約
付加入力 4: 工事全体での職種ごとのどーク

龍，あるいはそれらの部分和などの上限・下限

に関する制約

付加入力 5 :各作業項目の職種別投入人数，あ

るいはそれらの部分和などの上限・下離に関す

る制約

( 2 )原始ネットワーク

(入力 3 )の PERT 形式のネットワ…クに，

(入力 2) のデータを記入したものを康蛤ネット

ワークと喜子ぶことにずる，原始ネ?トワーグには

1986 年 1 月号
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lIilI 1 原始ネットワークの例i

順序関係を示すためのダミーの弧や節の存在をまキ

すが，ダミーの菰もすべて実線で表わす.溜 i に

j京始ネットワークの椀を示すが，簡やめ Q/， は作

業項目 j の職種 k の作業量を示す.

2.3 計甑変数・詩的欝数・毒事i約条件

(1)計繭変数

本質的には上述の(出力 1 )および(出カ 2)

が計露変数であり，次のように表わす.

れ: I京始ネットワ…グの節 n の時刻

nzf: 作業項~j に従事する職種h の人数

(2) 自的欝数

目的関数fは，次の(式-1 )で表わせる.

f出足Wk'P" 式-1 ) 

W，，: 職種是のど…グ植に関ずる費潟保数

p ,,: J機種 k のピーク値.これは本質的に h と

mJk の関数であり，後述の(式-4) で表

わ殺る.

(3) 制約条件

次の{式-2) に示す作業遂行に興ずる儀i鈴条

件以外の寸べての制約条件は，上述の{付加入力

1- ラ)も含めて ， t". m/， および p"に関する 1

次式で表わせる.

m/" (t叫-tnd 二とQ/， (式-2 ) 

ねじ作業噴日 j の開始時期

おじ作業項目 j の終了時期

2.4 ネットワーク・ 7ローとしてのピーク値

(1)ピーグ僚の意味

通常，職種zuの作業従事人数の和の時間的変化

は図 2 のようになる.問中の tn8 ， tnf は，それぞ

れ工事の溝工時期，竣工時期を示している.この

簡によれば職種k のどーク値れは鯖単に得られ
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るように見えるが，これを実際に

らやml の関数として数式で表現す

ることは簡単ではない.一般的に原

始ネットワーク上では一部の節しか

時間的に順序づけられていないし，

1(攻科 k の人数の干1I

f'd-ーーー一一ーーーーーーーーーーー一ーーーーーー一

各 m/' の値も未知であるから ， tns か

ら tnf までのどの時期に実際の作業

従事人数の和がピークとなるかをあ

らかじめ知ることはできない.図 2

で確定的なことは，各作業項目の作

業量 Q/，に対応する各多角形の面積

t., 

が工程にかかわらず一定であることだけである.

(2) 付加弧

さて，ピーグ値を低くするためには，同ーの作

業員にいくつかの作業項目中の作業を実施させる

ことが考えられる.たとえば，図 1 中の作業項目

2 の職種 2 の作業 Q22 と作業項目 5 の職種 2 の作

業 Q52 だけに着目すると，時期的に重複さえしな

ければ同ーの作業員が実施することができる.い

ま仮に作業項目 2 の終了時期 t8が作業項目 5 の開

始時期t5 より早いとすれば，

t3-::{.t5 (式-3)

であり，図 3 に示すように点線の弧を付加して表

わすことにする.このような点線の弧は，原始ネ

ットワーグでは順序づけられていなかった節を順

序づけて作業員の流用の道筋を示すもので，付加

弧と呼ぶことにする.

(3) 最小フローとしてのピーク値

付加弧によって流用の道筋が決められると，ピ

ーク値は付加弧を記入したネットワーク上の最小

フローとして把握することができ，たとえば職種

k のピーク値 Pkは次の式で表わすことができる.
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Pk= .E (mHk+IHk ) 式-4)
s+ 

2 

... 〆
", 

Q~ 
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図 3 付加弧の例

時間
tnr 

図 2 実際に作業に従事する人数の和の変化

mHK: 工事の開始節S の直後の作業項目に従事

する人数

1./' フロー・パランスのための非負数で、開始

節Sから流出すると考えられる人数

ただし m， 1 は制約条件(式-2) および，

ネットワーク上の任意の節 n における次のフロー

.パランス式を満たすものである. 

.E (mπ k+ln_k)= .E (mn+k+ln+k) (式- 5) 
n+ 

mn_k 節 n の直前の作業項目に従事する人数

m叫k 節 n の直後の作業項目に従事する人数

ln-k : 節 n への流入人数.非負数

ln+ k 節 n からの流出人数.非負数

以上のように， ピーク値をある種のネットワー

グ上の最小フローとして表わせるが，複雑な制約

条件が課せられているので，通常の最小フロー問

題のための各種の効率的な解法をそのまま活用す

ることはできない.

2.5 組合せ最適化

(1)拡張ネットワーク

さて，作業員の流用可能性を付加弧で表わすこ

とにしたのであるから，このような付加弧は数多

く存在しうる.たとえば，図 1 の原始ネ

ットワークに対し，一部ダミーの追加も

行なって，すべての付加弧を記入すると

図 4 のようになる.このように原始ネッ

トワークにすべての付加弧，および節の

順序に影響を与えない・ダミーの弧・節
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を追加したものを拡張ネットワークと呼

」ぶことにする.

(2) 実行可能局所鉱張ネットワーグ

図 4 からも明らかなように，拡張ネッ

トワーク上にはサイクルが存在しうる.

弧および付加弧は時間的な順序関係を規

定するものであるから，サイクルを含む

ような順序での作業処理は実行不可能である.

そこで，拡張ネットワークからサイクルを生じ

ないように一部の付加弧を削除したものを実行可

図 5 実行可能局所拡張ネットワークの例

1986 年 1 月号

図 4 拡張ネットワークの例

能局所拡張ネットワークと呼ぶことにする.一般

的に l つの原始ネットワーグに対して多数の実行

可能局所拡張ネットワークが存在する.たとえば

図 l のような簡単な原始ネットワークに対し

でも図日に示す 6 つの実行可能局所拡張ネッ

トワークが存在する.

(3) 付加弧の冗長性・既約性

上述のように付加弧は，作業員の流用の道

筋を与えるが，その組合せによっては冗長と

なる場合がある.たとえば図 6 の例では，引

から n3への付加弧は冗長で、あり，それを除去

しでもピーク値の重み和最小化に何ら影響の

ないことは，直観的にも明らかである.冗長

な付加弧を含む組合せから冗長なものを除去

することを既約化と呼び，冗長なものを含ま

ない組合せを既約であると言うことにする.

以上述べてきたように，本稿のピーク最小

化の問題は，結局，サイクルを生じないよう

な既約な付加弧の組合せのうちから， ピーグ

値の重み和が最小となるものを探すという組

合せ最適化の問題となる.

3. 解法

3.1 分枝限定法による大域的最適解の探索

上述の問題は，多くの組合せ最適化問題が

そうであるように，混合 0-1 整数計画問題

として定式化できる.本稿の問題の場合，各

付加弧を採用するかどうかに O 一 l 変数を割

付ければ，すでに述べた実行可能性や既約性

などもこれらの変数の l 次不等式として表現
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図 8 既約でない付加弧の組合せの例

できるので前章の制約条件式に追加することによ

り，定式化できる.しかしながら，いくら形の上

で定式化できても，多くの組合せ最適化問題で少

し規模が大きくなると実用的には解けなくなるよ

うに，本稿の問題も実用的には解けない.そこで，

以下に述べるような分枝限定法を採用する.

(1)探索木の根の部分に原始ネットワークを対

応させ，前章で述べた数理計画問題を解く.この

問題で(式-2) は非線形であるが，図 7 に示す

ように区分線形近似できるので，線形計画問題を

解けばよい.この解を大域的最適解の暫定解とす

る.また同時に，この問題のフロー・バランスに

関する制約(式-5) をゆるめた緩和問題を解く

ことにより，下界値も求める.

(2) 次に，探索木の根元側の節点に対応するネ

ットワークにある基準で選出した付加弧をつけ加

えるかどうかで分枝操作を行なう. (詳細後述)

(3) 分校操作で作られた実行可能局所拡張ネッ

トワークに対応する線形計画問題を解く.このと

き，探索木の根元側の問題のすでに得られている

最適解の情報はできるだけ利用する.この解がす

でに得られている暫定解より良ければ，暫定解を

更新する.また同時に，緩和問題も解いて，この

実行可能局所拡張ネットワークにさらに付加弧を

加えて得られる目的関数値の下界も求める.

(4) 以上のようにして求めた探索木の各節点の

下界値と暫定解を比較し，活性節点の限定操作を

行なう.また，すべての付加弧について含めるか

どうかが確定した節点も終端させる.

(日)最後に探索終了の判定を行なう.すなわち

次の条件のどれかを満たせば探索を終了し，そう

でなければ(2) にもどり探索を継続する.

条件大域的最適解が得られた.

40 

t n2-t叫

制?

図 7 作業遂行制約の区分線形近似

条件 2 暫定解と活性節点の下界値のうちの最

小のものとの差が許容誤差以内となった.

以上述べた方法は，見方を変えれば上述の混合

0-1 整数計画問題を解く分枝限定法に問題固有

の特性を最大限組込んで実用的にしたものといえ

る.なお，長所としては次の点、がある.

長所どの時点で、探索を中止しでも実行可能

解が得られる.

長所 2 分校変数の選出基準に人間の経験・勘

を活かせる.

3.2 分校操作の方法

分枝限定法では，良い暫定解を早く得るように

活性節点を選ぶことが大切である.また本章の方

法では部分問題の解法として線形計画法の再最適

化や感度分析の方法も用いるために先に求めた最

適基底形式の情報についても保存しておく必要が

ある.そこで所要計算時間と所要データ記憶容量

も考慮に入れて次のような方法を採用している.

(1)活性節点の選択および新節点の生成の方法

探索の各段階ごとに次のような方式をとる.た

だし，実際には中期段階までで計算が終了する場

合がほとんどである.

初期段階:あまり的を絞らずに問題を大まかに

分割することに重点を置いて一定数の活性節点、

をつくる.

中期段階:暫定解の改良に重点を置いて，良い

暫定解を与える部分問題を生成する可能性の大

きい活性節点を選ぶ.

末期段階:活性節点の個数の増大を防ぐような

方式をとる.

• 

オベレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



• 

(2) 分校変数の決定方法

分枝変数の決定とは，分校によって生成する新

しい節点のあいだの本質的な相違点として何を採

用するかを決定することである.すで?と述べたよ

うに，ここではある基準で選出した付加弧を付け

加えることによって 1 つの新しい節点を生成し，

同時にその付加弧を付け加えないことを確定する

ことによってもう 1 つの新しい節点を生成する.

これら 2 つの節点のうちの後者では，該当する実

行可能局所拡張ネットワークがその親の節点とま

ったく同ーとなるので，実際には数理計画問題を

解く必要がない.ただ，親の節点、では付け加える

かどうかが未定であった付加弧を付け加えないと

確定したのであるから，探索上は意味がある.

さて，検討対象とする付加弧として，親の節点

では付け加えるかどうかが未定の付加弧のうちか

ら，次のようにして算出した重要度指数の最も大

きいものを選出する.

i= (f+r)/(max f+max r) +e (式-6 ) 

ある付加弧の重要度指数.

f: その付加弧が実行可能性におよぼす影響の

大きさ.具体的には，拡張ネットワーク上でそ

の付加弧を含むとサイクルをつくる付加弧の組

合せの個数. maxfはすべての付加弧のfの最

大値.

r その付加弧が既約性におよぼす影響の大き

さ.具体的には，その付加弧を任意の実行可能

局所拡張ネットワークに追加した場合に既約化

によって除去される付加弧の個数の最大値.

maxr はすべての付加弧の r の最大値.

e 工事計画策定者が経験にもとづいて与える

その付加弧の重要度.

このような重要度指数を用いれば，重要な付加

弧からその採否を検討していくことができるので

比較的速く良い暫定解を得ることができる.

4. 適用効果

本稿で述べてきた機械・資源・労務ピーグの重

1986 年 1 月号

み和最小化の方法は，すでに実際のプロジェクト

に適用して大きな成果をあげているものである.

図 8 のネットワークは，実際のあるプロジェク

トを示すもので， 300日聞かけて 72の作業項目を

4 つの職種の組合せによって遂行したものであ

る.このプロジェクトの各作業項目の開始時期・

終了時期および作業員の投入の計画を旧来の方法

で作成したところ，図 9 ( a )に示すように職種別

のピーク人数の和は 280人となった. 一方，本稿

で述べた方法を適用した結果，図 9 ( b) に示すよ

うに 164人となった. これは約40%の改善に相当

するもので，かなり極端な数値例である.しかし

ながら，図 9 ( b)に示す最適計画に近いものを旧

来の方法で作成することは非常に困難な作業であ

り，問題の規模が大きくなればなるほど，それが

顕著となって〈るのが現実である.

5. おわりに

本稿では実際のスケジューリングの分野におい

て一般性の高い機械・資源・労務ピークの最小化

の問題のための実用的な解法を紹介した.この解

法の成功の要因は次の諸点、にあると考えられる.

(1)実行可能局所拡張ネットワークなどの新し

い概念により，ピーク値をある種のネットワーク

上のフローとして把握できたこと.

(2) 大規模・複雑な組合せ最適化問題をそのま

ま汎用的な方法で解くのではなく，問題の特性を

活かした分校限定法のアルゴリズムを開発できた

こと.

(3) 計画策定者の経験・勘・判断を探索の過程

に活かせるような仕組みにしたこと.

(4) 高度に使いやすいマン・マシン・インター

フェイスを開発できたこと.

今後の本稿の方法の拡張としては，コストをピ

ーク値に関する非線形関数とすることや，コスト

あるいはピーク値等を制約として工期の最短化を

図るように目的関数を変更することなどが考えら

れる.
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なお，本稿の解法に関してご指導い

ただいた京都大学三根久名誉教授，茨

木俊秀教授，福島雅夫助教授ならびに

神戸商大加藤直樹助教授に感謝の意を

表します.
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