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表 ai は M1 での処理時間， bi Lt M2 での
処理時聞を示す

山111111111111111111111111111川 1111111111111111111111111111111111111111111111111111111川 11川 111111川111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111川111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

J5 

いられる(図 1 参照 ).多くの場合，仕事問の先行

関係や分割処理可能かどうか等の制約のもとで，

全仕事の完了時間などの評価関数を最小にするス
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はじめに

昭和60年度のプロ野球は阪神タイガースの日本

l であけくれした.ところで野球の日程はどのよ

うに決められるのだろうか.終り頃になるとダブ

ル・ヘッダーがあるかと思えば，

日間ほど試合がなかったりして，おかしいなと思

われた方も多いと思う.おまけに雨で流れても空

あるチームは 3

いている日に埋めないで後まわしになったりし

ケジュールを求めなければならない.

最近のスケジューリング理論の発展にはコンピ

ュータの飛躍的進歩に依るところが大であるが，

このあたりがスケジューリング問題のむずか

しさをよく表わしており，よく調べると球場の移

動とか次の対戦相手とかの関係でそうせざるを得

た.

逆にコンビュータ・システムの最適運用はスケジこのように 6 チームでもスケないことがわかる.

ューリング理論の重要な応用分野となってきてい

る.スケジューリング理論は 1950年代の 2 機械フ

ローショップ問題に対する Johnson [20J および

1 機械最大納期ずれ最小化問題に対する Jackson

[ 18Jの成功によりはじまった.しかし， 1970年代

初期の Cook [8 J や Karp [22J , [23J たちの仕

事を鴨矢とする計算の複雑性の研究は，スケジュ

ーリング問題はその見かけの簡単さに較べて一般

に非常にむずかしいことを明らかにした.現実に

ジューリングはむずかしい.

人，設備，機械等を用いて処理すべき対象物が

あるとする.前者を機械と呼び，後者を仕事と呼

ぶことにする. 1 つ，あるいは複数台の機械を用

いていくつかの仕事を処理する時，各仕事につい

てそれを処理する機械および各機械については処

理する仕事の順序，より厳密に言えば，各機械上

で各仕事が処理される時間区聞を決定すること，

すなわちスケジュールを決定することがスケジュ

;I J2 (9) I 

m刷物

み (7) I: ゐ (10) 1: 
ゐ (8) , I J5 (11) : I 

山
.
Z
4

ーリング問題である.

J. (12) 

J, (9) 

スケジュールを示すには

Gantt chart が便利でよく用

いしいひろあき

大阪大学工学部応用物理学科

〒565 吹田市山田丘 2-1

表 1 で与えられる機械フローショップ問題に対する最適スケジュ

ーんを表わすガントチャート (Js (4) などの 4 は処理時間を示す)

図 1
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発生するスケジューリング問題のほとんどが厳密

解法には膨大な計算を要求するのが現状で，近似

解法に頼らざるをえない.

近似解法の目的は妥当な計算時間で最適解に近

い実行可能な解を求めることである.もちろん近

似解法は常に最適解を与える保証はない.近似解

法が作りだす近似解と最適解の近さは，目的関数

の対応する値を比較して測られるべきである.し

かしながら最適解が容易に求めがたいので近似解

法に頼っているのであるから，きっちりした近さ

を測ること自身困難で、ある.このことから，近似

解法の性能は基本的には 2 つの方法で測られる.

1 つは多数の問題例を近似解法で解くとともにな

んらかの方法で最適解を求めて，その誤差を計算

する絶対評価法である.この絶対評価法では小規

模な問題例にしか適用できない上，どのよろな問

題例を解けばよいかも明白でない.もっと根本的

な疑問点は，近似解法が必要である大規模な問題

例にはたして小規模な問題例からの判断が通用す

るのかという点である.もう l つはその近似解法

にとって最も都合の悪いと思われる問題例を考

え，その時の相対誤差を評価する方法である.相

対誤差の取り方にはいくつかあるが，よ〈用いら

れるのは次の 2 つ，またはその変形で、ある.

(a) maxIF*(Q(I)) -p(Q(I)) I/F本 (Q (I))
Q(l)eQ 

(b) max P(Q(I)/F*(Q(I)) 
Q(l)eQ 

ここで Q は，いま考えている問題汽 Q(I) 問題

例， F*(Q (I)) は Q(I) の最適値， P(Q(I)) は，

いま考えている近似解法を用いた時の目標関数の

値. (a) , (b)どちらの場合も厳密に求めることはむ

ずかしい.どのようにシャープな上界を求めるか

ヵ:ポイントとなる.

また，スケジューリング問題の中には時間割問

題等のように実行可能なスケジュールを求めるこ

と自身むずかしい場合もよく見られる.私の属す

る大阪大学工学部を例にとれば，ある先生の授業

は朝一番ばかりとし寸時間割をなかなか変えられ

ないといったことになる.

1986 年 1 月号

ここでスケジューリング問題によく使われる基

本的な考え方を述べよう. 1 つはリスト・スケジ

ューリングである.これは，仕事をある基準にも

とづいて順序をつけてリストに入れておき，この

順に現在空いている機械に仕事を割当てていく方

法で，基準の決め方により種々のスケジュールを

生成する.もう l つは，いま考えている問題より

単純な問題における最適解法を適当に修正して近

似解法を作る方法である.

以下 2 では， スケジューリング問題の構成要

素を系統的に示す. 3. はピンパッキング問題の近

似解法など4. への準備である. 4. では，いくつか

のスケジューリング問題に対して具体的に近似解

法を紹介し，その相対誤差および計算手聞を与え

る. 5. はまとめである.

2. スケジューリング問題

仕事の集合を J=(Jt， … ， Jη) ，機械の集合はM

=(Mt. … ， Mm)で示す.スケジューリング問題は

大別すると，機械が 1 台だけの時と複数台の時の

2 通りが考えられ，アプローチが異なってくるわ.

通常，仕事は各機械ごとに処理内容が異なってい

る要素からなり，この要素を操作(operatiort) と

呼ぶ.仕事 Jj に対して機械 Mi での操作を Oij

で示し，その処理時聞を Pij で示すむ.複数台の

機械がある時には，機械の機能によって大きく次

の 2 つ(並列型，ジョブ型)に分けられる.その

一方は並列型と呼ばれるものであり，各機械の機

能が同じであって，仕事はどの機械で処理されて

もよく，各仕事がただ l つの操作からなっている

場合である.並列型はさらに次の 3 つに分けられ

る . (0)等価機械型 ω)一様機械型的非一様機械

型である. (c)は同じ機械が複数台ある場合で， (d) 

の特別な場合と考えられるが，近似解法は特にこ

の場合によく研究されている. (d)は同ーの仕事で

も処理時間は機械ごとに異なるが，その比は仕事

によらず一定な場合である.すなわち各機械の性

能が決まっていて，各仕事を処理するスピードが

27 
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機械ごとに異なっている.この機械ごとのスピー

ドを 8= (S1o S2 , …, Sm) で示す. SI= … =Sm=l の場

合が(c) となる. (e)はこの形で最も一般の場合で，

同ーの仕事でも各機械ごとに処理時聞が異なって

いて，その比も必ずしも一定でない場合である.

もう一方はショップ型と呼ばれるものであり，

各機械の機能がすべて異なり，各仕事が複数の操

作から構成されている場合である.ショップ型は

さらに，すべての仕事でその操作が処理されてい

く機械の順序が同ーの場合のフロー・ショ'"プ

型，各操作が処理されてし、く機械のJI頂序が仕事ご

とに決まっている場合のジョブ・ショ'"プ型，お

よび各操作が処理されてし、く機械のJI慎序がどの仕

事においても自由である場合のオープン・ショ・y

プ型の 3 つに分類されるの.

次に，スケジューリング問題ではスケジュール

を評価する判定基準が重要であり，次のようなも

のが一般的によく用いられる. ここで Cj は仕事

Jj の完了時間，すなわち最後の操作の完了する時

聞を示す. (Ï)最大完了時間:すべての仕事の操作

を完了するのに要する時間で， Cmax で示される.

すなわち Cmax= max Cj である . (g)最大納期ず
1:玉J~n

れ(最大納期遅れ) : Cj からんの納期 dl) を差し

引いた時間の Jj についての最大値(納期から遅れ

た時間の最大値)で Lmax で示される Lmax=

max (CJ-dj) である. (h) l: C/n: 平均流れ時間.
1孟J;亘n j=1 

(i)遅れ仕事数.

スケジューリング問題の目的は以下で述べる条

件を満足し上記の評価尺度の l つまたはいくつか

に関する目標関数を最小にするスケジュールを求

めることである.以下制約条件について述べる.

一般に，仕事聞には技術的制約などにもとづく

先行関係が存在する.先行関係は図 2 のような有

向グラフで示すことができる . Ji→Jj は仕事Jj は

Ji が完了するまで処理を開始できないことを示

しへ・は全仕事の開始時点，@は全仕事の終了

時点を示す節点である.そして，節点。上の数字

は所要時聞を示している.また，仕事の内容によ

28 

図 2 先行関係のグラフ

つては，途中で処理を中断しても後で中断した所

から開始できる場合，すなわち分割処理(preemp

tion) が可能な場合がある. この場合，問題が比

較的とり扱いやすくなるが分割処理が可能でない

(non preem pti ve) 場合は途端にむずかしくなる.

以下では特に断わらなし、かぎり各仕事は非分割と

する.さらに，各仕事には処理開始可能な最早時

間 rj が決まっていたり，納期 dJ と呼ばれるそれ

までに処理を完了すべき時聞が決まっていたりす

る.最後にすべてのスケジューリング問題におい

て常に前提とされる 2 つの仮定で 2. をしめくく

る. (j)各仕事は 2 つ以上の機械で同時処理は許さ

れない. (k)各機械は一度には 2 つ以上の仕事を処

理できない.

3. アルゴリズムの効率性およびピンパ

ッキング問題

問題例の規模は通常その問題例をコンビュータ

入力するのに要するデータの長さで評価される.

人によって種々の考え方があると思うが，アルゴ

リズムがある問題を効率的に解くというのは問題

例の規模の高々多項式時間のオーダ一郎の計算手

間(規模を l とすると O(l)， 0 ([2), 0 ([2 .5) , 

O(llog l) 9)等)で解を見いだす場合である.

次に並列機械問題と密接な関係があるビンパッ

キング問題について考察する.

ビンパ・y キング問題:容量Cをもっビン10) とこ

れらのビンに詰められるべき品物のリスト L=

(110 12, .・ .， ln) がその大きさ C孟叫ん)孟O， j=1 ， 2 ，

… ， n とともに与えられている.この時l: V(Ii) 
IiEBj 

オベレーションズ・リサーチ
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主三C を満足するリスト Lの分割 L=B1 U … UBm

が存在する最小のmおよびその分割を求める，す

なわち各 Bi は容量 C の i 番目のビンの内容と考

えると ， L をつめるのに必要なピンの最小数およ

びその詰め方を求める問題目

このピンパッキング問題に対する近似解法はい

くつかあるが，特に次の FFD(First Fit Decreaｭ

sing 法)は並列機械スケジューリング問題におい

てよく用いられる.

F F D : v{ItJミ… "?;v {In) となるように L での

順番を入れかえる.最初すべてのピンは空である

として Lでの品物の順番にそれが入り得る一番番

号の小さいピンに詰めていく'

図 3 は n=30， C=40， 大きさ; 21 x6 個， 12x 

6 個， 11 x6 個， 8x 12 個に対する FFD による結

果を示し，図 4 は対応する最適パッキングを示す.

FFD によって必要となるピンの数を ZFFD，最適

パッキングによるピンの数を Zopt とすると，

ZFFD 三五( 11/9)Zopt+4 

が成り立つことを Johnson [21J が示した.計算

手聞は O(n log2 n) である.他の近似解法につい

ては Garey & Johnson [14J を見られたい.

4. スケジューリング問題に対する近似

解法

4.1 機械問題に対する近似解法

仕事 JhJ2 ， … ， Jη を i 機械で処理する . Ji の最

早開始可能時間 ri ， 納期 di ， 処理時間を Pi とし

完了時聞をc;で示す.

Ql : Lmax( 三 max(Ci-di) )を最小にするスケジ

ュールを求めよ. I 

Q1 に対して次の 2 つの近似解法が知られている.

Al :納期を非減小順に並び変えて d.< l) 壬…三

d.川となったとすると ， J.< l)→Jπ(2)→…→J.<n) の

順に仕事を処理せよ目

A1 は rl=…=ハである，すなわち実際上納期

による制約しかない問題に対しては最適スケジュ

ールを与える(Jackson [18J). (乱)型の相対誤差

1986 年 1 月号

12 

21 8 

8 
..J L....J L..J L.....J 

6 例 21問 211司 1 伊1

図 3 FFD による結果

(全部で 11個必要)

に対する上界は l 一( 1/玉川である

8 

11 

21 

61閑3il，町

図 4 最適パッ

キング( 9 

瓶必要)

A2: ri が最小の仕事からはじめる.処理中の仕

事が完了するごとに，その時点までにもはや開始

時聞がきている未処理の仕事の中から納期が最小

の仕事を次に処理するというようにスケシュール

を決める.目

A2の(a)型の相対誤差の上界は 1 一 (3/呂Pi+1)

である (Schrage [39J. また A1 ， A2 とも計算手

聞は O(n log n) である.

4.2 並列機械問題に対する近似解法

Q2(等価並列機械問題) :同ーの機械 MhM2' ・，

Mπ とどれか l つで各仕事 Jt， J2， … ， Jη を処理し

て，最大完了時聞を最小にするスケジュールを求

めよ. I 

Q2は分割処理を許すと簡単に最適解が求まり，
7る

その時の Cmax=max( :E. p;/n, ,max Pi) 1!) とな,=1 1~玉 t::;五 n

る . Pi は J i の処理時間である. ところが非分割

処理とすると途端にむずかしくなるが，次の LPT

(Longest processing time) アルコ‘リズムと M

FD(Multi-fit decreasing) アルコリズムは良い

近似解法となる.

A3(L PT アルゴリズム) :処理時間の非減少11原，

すなわち LPTルールにしたがってリストを作り，

リスト・スケジューリングを行なえ(リストに並

んでし、る )1原に仕事を空いている機械に割り当てて

し、く). I 

例: m=30, n=21 ， 処理時間 Pi; 19, 18，げ， 16, 

15 ， 14， 13 ， 12 ， 11 各 H固と 10 の仕事 311，~. これを

29 
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Md19 110 い01

MzI 19 110 I 

MO\ 18 い1 I 

Md19 111 I 

M.¥ 19 111 I 

M.\ 18 い2 I 

Mt¥ 19 I 15 I 

M.j 19 110 I 

Ma\ 18 い 1 I 

M.¥ 15 1 14 I 

M,o\ 15 1 14 I 

M.I15 1 15 I 

M,0110 1 10 110 I 

M.¥ 10 I 14 110 I 

M,01 15 I 14 I 
Cmox=39 Cmax=30 Cmax=34 

図 5 (a) LPT アルゴリズム
によるスケジュー

Jレ

(b) 最適スケジュール

(1 9 と 11 ， 18 と 12
(c) 修正 LPT アルゴリズ

によるスケジュール

(U、に決まる)
・・ 15 と 15， 10X 3 
と組み合わせる)

( (a) て、の M9 の 15 と M，

のlOX2 個を入れかえ

たスケジュール)

LPT ルールで並べると 19， 19， 18， 18， .・・， 10， 10， 10

となる.結果は図 5 (品)となる.比較のため，最適

スケジュールを図 5 (紛で， 後に触れる修正 LPT

アルゴリズムの結果を図 5 (c)で、示す. A3 による

(b)型の相対誤差は (4/3) 一( 1/3m) 以下となり，計

算手聞は O(nlogn) となる.最近M. A. Langston 

[29J は A3 を改良し，計算手聞が O(kn logm) 

で(紛型の相対誤差が (5/4)+ (1/12)Tk 以下であ
るアルゴリズムを考え出した.その基本的考え方

は A3 でうまくゆかない場合を解析し，この都合

の悪い場合に適当に仕事を入れかえてスケジュー

ルを改良しようというものである . k はこの入れ

かえの同数に対応するパラメータである.この考

え方は興味が深いが詳細はかなり複雑であるので

ここでは割愛する.

一方， MFD アルゴリズムは以下のようにピン

パッキング問題に対する FFD(First fit decreaｭ

sing) アルゴリズムを十分に利用する (Friesen

[I1J). 

A4(MFDアルゴリズム) :各機械をピンと各仕事

Ji を大きさり(1i)=ρz である品物 Ii と考える.時間

C までにすべての仕事が完了することは，容量C

のmflt.j のピンにこれらの品物を詰めることに成長l

3D 

図 5

することを意味する 最初LOW=L2wm」 1へ

UP=2LOW とおく.この LOW から UP までの

範聞でCを変えて各容量をもっビンパッキング問

題が FFD を用いて詰められるかどうか調べる. 2 

分割法で最小整数の成功容量Cでのパッキングに

対応するスケジュールを近似解として採用する.

最初 C= L( UP+LOW)/2j を調べ， 成功した時

UP=現在の C， 失敗したとき LO協T=現在のC

とする.この改訂された LOW， UP から再び C

=L(LOW+UP)/2j として調べるというように

くりかえす. I 

A3 に対する例題に A4 を適用する.最初の

LOW=L(L; pi)/2j =30, UP=2 xLOW=60， 最

初 C= L C30十 60)/2j =45 である . C=45 では明

らかに FFD で詰めるのに成功する.したがって

up=現在の C=45 として C=L(45+30)/2j =37 

とする.この場合も成功する.次に C= L( 37+30)

/2J =33 とすると図 6 (a) のようなスケジュールが

得られる.さらに C=31 ， 最後に C=30でも成功

するので A4 は最適スケジュール(図 6 (b)) を与え

る. A4の(b)型の相対誤差の上限は 13/11 以上 6/5

以下であることが知られている. A4 の計算手聞

は O(logpmax X n log n) (pmax= max Pi) である.
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M, I 19 14 M,l 19 

MzI 19 14 M2| 19 

M31 18 M31 18 

ル:l.1 18 18 12 

ル{51 17 16 M5| 17 13 

M61 17 16 17 13 

M， I 叶~ M,| 16 14 

lvI81 12 12m  16 14 

M.ln 111 110 I M.115 15 

M,ol10 110協 仏0110 110 110 

図 6(a) C=33に対す (同 C=30 での成功すな

る FFD の結果 わち最適スケジュール

処理1)寺聞の最大値と最大値の比が限定されたQ

2 の部分クラスの問題に対する近似解法は

Achugbue & Chin [ 1 J が与えている.また，

処理時聞が kf闘の特定の値しかとらない場合に対

しては Leung [32J が近似解法を与えている.

Q3: Q2 で最大完了時間のかわりに Lmax を最小

にするスケジュールを求めよ.目

この問題に対してわれわれは次の近似解法A5

を考えた([33J).

A5:LPT ルールにしたがって作られたリストに

したがってリスト・スケジュールを行なう.すな

わち処理時聞が長い仕事から空いている機械に割

り当ててゆく.次に，各機械上で，納期の非減少

順に仕事を並べかえる. I 

A5 の相対誤差は (Lmax-Lmax*) I (Lmax* + 

dmax) 孟 min{(4/3) 一 (1 13m) 一 (m xρmin)lp， (11 

3) 一 (113m) -m(dmax-dmin)lp} となる.ここで

pロ叩ニ minpi， dmax=max di , dmin=min d i であ

る.計算手聞は O(n logn) となる.

Q4: Q2でさらに先行関係くが存在するとき最大

完了時聞を最小にするスケジュールを求めよ. I 

1986 年 l 月号

先行関係が与えられている時， Ji<Jj は Jj の

処理開始以前に Ji の処理が完了していなければ

ならないことを意味し，閉路を含まない方向グラ

フとして表現される(図 2 参照 ) .仕事 Jl の直前

仕事集合を IP(JI ) 全 {J.IJ. E J , J. <Jl かつJ.<

Jム <Jl となる Jムが存在しなし、 }， 1=1 , 2, …, 

n と，直後仕事集合を 1S (J l) 会 {J.I J. E J , J 1 E 

1P(J.) }, 1=1 ， 2 ， … ， n と定義する.

A6(LP (Longest path) アルゴリズム) :まず，各

仕事 Jk の長さ l(Jk) を次のように逐次計算する.

1州市 山内)
l(Jk) =ρk+ maき l(J.) …… (IS(Jk ) 干土砂). 

J. ε 1 1:f(Jk) 

図 2 のグラフでは IS(J2 ) =IS(J3) =1S(J6) =ゅ

より、 1(J2 ) =2, 1(J3) =3, 1(J6) = 10，そして 1(J1 )

=6+ max P.=6+P3=9, 1(J4) =5+ _ mヰネ
J.el�(Jt) J.eI8(J,) 

p.= ラ +max(ρ2， ρ3， ρ6)=5+max(2， 3, 10)=15, 

1(J5) = 17+max(2, 10) =27 となる.

l( ・)の非増加順に仕事を並べてリスト L=(Ji "

Ji2 ， … ， Jin ) を作る.すなわち 1 ~玉 j<k~三 n に対

して l(Jij ) 孟 l(Jik ) となっていて， LP リストと

呼ばれる. LP リストの順にしたがって， リスト

・スケジュールを行なう.この結果できるスケジ

ュールを LP スケジュールと言う.先ほどの l( ・)

についての LP リスト = {J5，ム， J6 ， J1. J3 ， J2 } とな

る. A 5 の良さは先行関係に対応する有向グラブ

の形に依存する. (b)型の相対誤差で比較的簡単な

先行関係の時は次のようになる 13) ただし， I ・|

は集合の要素数. ) 

(1)連鎖システム:すべての Jk E J に対して

11P(Jk) I 三 1 ，かつ IIS(Jk) I 豆1.相対誤差は 1+

max[(m-2k+ 1) (2k+ 1)/{(m-2k+ 1) (3k-

1)+がlJ l 芸誌豆 (m+ 1) /3 ， 整数]以下.

刷木型システム:すべてのみ正 J に対して

IIS(Jk)1 豆1. この先行関係に対する (b)型の相対

誤差は 2一 (2/m+1)以下となる.

Q5(一様機械問題) : J 1. J 2, ...， Jn を機械スピード

S1, 52 ， … ， Sm で与えられる m 伺の機械 kで処理し

て，最大完了I!与聞を最小にするスケジュールを求
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む=21 J, I み

82= 1 1 J3 I J5 1 

3=10  

Cmax= 4 

図 7(a) LPTによる
スケジュール

めよ. I 

戸 21 ゐ|ゐ I J51 

82= 11 J, I 

83= 11 J2 1 

Cmax= 3 

(b) 最適スケジュール

Q5 に対して 2 つの近似解法， LPT アルコリ

ズムおよび MFD(k)(Multi-fit decreasing(k)) 

アルゴリズムを紹介する.

A7(LPT アルゴリズム) :まだ割当てられてい

なくて，処理時聞が最大の仕事をその完了時聞が

最も早く機械ヘ逐次割当てる. I 

m=3, sl=2 , S2= 1, S3= I ,P1=P2=3 , P8=P4=P5 

=21=A7 を適用すれば図 7 (品)のようになる.図

7 (b)は対応する最適スケジュールである. A 7 の

(防型の相対誤差は 2一 (2/m+l) 以下となり，計算

手間は O(n log n+nm)である (Coffman [ 5 J). 

A8(MFD(k) アルゴリズム) :処理時間の非増加

JI原に仕事番号をつけかえて P1孟・・ミρn とする.

機械のほうも番号を適当につけかえて SI孟…ミSm

とする.そして ， Xk= 乙 Pi， k=l , 2, …, n , Y ,,= 
h 

L: Sj , h= 1, 2,… , m , Sm=(SJ, …, Sm) とおく.最初

LOW=max(Xn/Ym, max X k/Yk)14l , UP={2 
1話 k~五冊

一 (l/m)} xLOW とおく .C をこの LOW と U

P のあいだで二分割法で k 回変え， FFD で詰め

得る最小のCを求め，そのパッキングに対応する

スケジュールを近似解とする. A 2 と呉なるのは

各機械を各々 SIC ， S2C， … ， SmC の容量のピンとす

ることで，各仕事は大きさか， P2' ・・・ ， pn の品物と

考える.最初 C=(LOW+UP)/2とし， FFD で詰

める.詰めることができれば UP=現在の C，でき

なければ LOW=現在のC として次の C=(LOW

+UP)/2 として k 回くりかえす.最後の Cの

パッキングに対応するスケジュールを採用する. I 

32 

MFD(k) の計算手聞は O(n log n+kmn) とな

り， (同型の相対誤差は， k を適当にくりかえせば，

本質的にA7 より良〈なる.詳しくは Kunde & 

Steppat [27J を見られたい.

Q5 で分割処理を許すと最適スケジュールは比

較的簡単に求まる (Coffman [ 5 J) が，この場合

でも一般の先行関係をもっときはやはりむずかし

くなる. M. JaHe 15l はこの問題に対して最大利

用スケシュールと L、う近似解法を提案している.

その(同型の相対誤差は、/み+1/2 以下である. ま

た，非一様機械問題に対しては Davisたち[9Jが

近似解法を与えているが，あまり良いものは知ら

れていない.

4.3 2 機械問題に対する近似解法

Q6: 2 機械フローショッフa問題で~Lmaxを最小に

するスケジュールを求めよ. I 

A9 :納期の非減少順に住事を処理するスケジュ

ールを作れ.目

フローショップ問題では各機械上で仕事の処理

順を変えない，いわゆる順序スケジュールの中に

l つは最適スケジュールが存在することが知ら

れている. A9 は 1:豆 i く j孟n で ， d i ;五 dj~min

(ai , bj ) 孟 min(aj， b í ) が満足される時，最適スケ

ジューノレとなる. A9 の相対誤差については (Lmax

-Lmax*) / (Lmax* + dmax ) 豆 1 (dmax=max dι) と

なる.詳細はわれわれの論文[33Jを見られたい.

5. まとめ

ここで紹介したスケジューリング問題は比較的

簡単な問題であり，全体の一端にすぎない.最適

解法はもちろん，近似解法すら見つけることがジ

ョップ・ショップ問題などの一般の問題ではむず

かしい.私自身，この原稿を書くのに納期に間に

合うように仕事をスケジュールできず事務局の方

に迷惑をかけた次第で‘す.

スケジューリング問題の近似解法の研究はゆき

づまっているように思われるが，その原因の l つ

は相対誤差の上界の計算が非常に難しいことであ

オベレーションズ・リサーチ
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り，もう l つは使える考え方が限られていること

であると思われる.その意味で新しい考え方が必

要とされるがつの発展方向と考えられるのは

[29J に見られるように，どのような場合にいま

考えている近似解法がうまくゆかないか調べ，そ

こから更にスケジュールを改良するとし、う研究で

あろう.近似解法も含めてスケジューリング理論

の現状については [15J [3 1J を見られたい.

最後に，いつも研究で公私ともに御世話になっ

ております大阪大学，西国俊夫先生に感謝致しま

す.また，いつも共同研究しております大阪府立

大学，益田照雄氏に協力を感謝いたします.
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注

1 )必要なら適当に大きい正数を目標関数につけ加える

ことにより，一般性を失うことなく F*(Q(I))>O と仮

定できる.

2) Q でいま考えているスケジューリング問題と問題例

全体の集合の両方をあらわす.

3 )問題の解法のむずかしさから言えば台 2 台，

3 台以上の 3 つに分けるべきで・あろう.

4) Pij=O はみは Mi では処理を必要としな\"，すな

わち Oりが存在しないことを意味する. また， 操作が

1 つだけの仕事の処理時間をめで示す.これは 1 機械

および並列機械の場合である.

5 )最近，われわれは新しく混合ショ γプ型を考察した

が，これはオープン・ショップ型とフロー・ショップ型

の仕事が混さeっている場合である [34]. もちろん，フロ

ー・ショップ型はジョブ・ショップ型の特殊な場合と

考えられることができる.

6 )納期については後述

7) rJi→JjJ とも書くことにする.先行関係はくで示す.

くは推移律Jiくみかっ JkくJl 二';di<JI を満足する.

8 )オーダ-f(x) は O (f(x)) とかき，常に f(x) の定

数倍 c・f(エ)で上から押さえられていることを示す(ただ

し C は z に無関係な定数).

9) [2.5 や llog2 1 なども実際には多項式でなくても多

項式で上から押さえられるものも含む.

10) ピンごとに容量が異なっていてもよい.後の一様機

械問題では，容量が異なったビンを仮定する.

1 1)詳しくは Coffman [5 J を見られたい.

12) LxJ は z を超えない最大の整数を示す. たとえば

L2 , 3J =2, L2J =2 である.

13) 詳しくは Kunde [26J を見られたい.

14) この LOW は Q5 で分割処理を許した時の最大完

了時間の最小値である.

15) Jaffe, J. M. An Analysis of Preemptive 

Multiprocessor Job Scheduling, Mathematics oj 

OR, Vol. 5 (1 980) , 415-420 
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確率過程，理論と応用 飛田武幸
量子場の確率論的措像 江沢洋
確率過程量子化その周辺 並木美喜雄
スピン系のランダムウオーク表示 服部哲弥
集団遺伝学の系図過程と拡散過程 高畑尚之
白色雑音と網膜 中研一・安藤祐一郎
潜在特性モデル 鮫島史子
待ち行列システムの近似解析 山田敬吾

〈連載〉電磁気学を考える⑦ 今井功
パズル⑮ 高木茂男

数理科学・別冊

ソリ トン定価初捌捌0ω0
好評発売中

知識と認知のソフトウエア
定価1800円

サイエンスネ土
東京都千代田区神田須田町2-4 安郎徳ピル

宮03(256 )1091 振替東京 7 ー2387
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