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プロジェクト選択問題に対する

効率指標を利用した近似解法

山口俊和
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1. はじめに

経営意思決定問題の中には，決定変数が O 一 l

型の整数計画問題として定式化できるプロジェグ

ト選択タイプの問題が少なくない.この種の問題

の最適解法として，完全列挙法(総当たり法)が

あるが，問題の規模が大きくなるにつれて組合せ

の数が急速に増加するため，計算量が膨大にな

る.そのため，組合せ数を減少させるのに有効な

手法として陰的列挙法 [5J が開発されているが，

大規模な問題に対しては不十分な解法であるとい

わざるをえない.

ところで，現実の受注選択問題や設備投資計画

問題では，原データに誤差が含まれることが多い

ため，厳密な計算を行なって最適解を求めるより

も，簡便な計算で実用上十分な精度の解が求めら

れるような方法が望ましい.また，計算の結果，

それぞれのプロジェクトに採択の優先順位がつけ

られるような方法であれば，条件の変更に対する

感度分析が行ないやすい等のメリットがある.こ

のような特徴をもっヒューリスティックな近似解

法として，有効勾配法[6J ， [7], [8J と空間法[IJ

が開発されている.

これらの方法は効率指標の概念を用いており，

現実問題に対して有効であることが報告されてい

るので，本稿ではこれら 2 つの方法を比較しなが
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ら紹介することにする.

2. プロジェクト選択問題の定式化

互いに独立なm個のプロジェクト(たとえば，

受注選択問題では注文，設備投資計画問題では設

備投資案)の中から，利益を最大にする組合せを

選ぶ問題を考える.問題を定式化するために，以

下のように記号を定義する.

m プロジェグトの数

プロジェクト名 ( i = 1, 2,… , m) 

q 制約の数

Lk: 制約名 (k= 1, 2,…, q) 

lik : プロジェクト i が必要とする制約 Lk の使

用量 (lik~O)

ん:制約 Lk の上限

gi: プロジェクト i の利益 (g・i>O)

前:決定変数

(zt=l: プロジェクト i を採択

Xi=O: プロジェクト i を不採択

プロジェグト選択問題は以上の記号を用いるこ

とにより次のように定式化できる.

目的関数:最大化 z=Eg山 ( 1 ) 

制約条件: I: likXi;'五九 (k=I ， 2 ， … ， q) ( 2 ) 

Xi=O または l(i=I ， 2，… ， m) (3) 

これは数学的には O 一 l 型の整数計画問題であ

る.
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3. 効率指標による近似解法の基本的な

考え方

有効勾配法と空間法は目標 1 制約問題(た

とえば，資金制約の下で利益合計が最大になるよ

うな投資案の組合せを求める問題)における効率

指標(利益率)によるプロジェクトの順位づけに

よる解法を上述の 1 目標多制約問題に拡張したも

のである.

基本的な考え方は，各プロジェクトについて，

( 1) 複数の制約使用量をある種のスカラー量に

一元化し，

(2) プロジェクトの利益をその一元化量で除し

た値(これを効率指標と呼ぶ)でプロジェク

トに優先順位をつけ，

(3) それの順に制約条件の範閤内で順次プロジ

ェクトを採択し近似解を求めようというもの

である.

なお，効率指標はプロジェクトを 1 つ採用する

たびに計算し直す.

有効勾配法の l つである前進法(主有効勾配法)

[7], [8Jは，制約空間上でプロジェクトをベクト

ル表現する.そして，採択したプロジェグトの集

合を示すベクトルと，未採択の各プロジェクト・

ベクトルとの内積を計算し，この値で利益を除し

た効率指標で各プロジェクトに採択の優先順位を

つけるものである.

なお，有効勾配法には，すべてのプロジェクト

を採択した状態から，制約条件を満たすまで不効

率なプロジェクトを落としていくという後退法

(双対有効勾配法)もあるが [6J，本稿では前進法

について紹介する.

空間法は，効率指標によるプロジェクトの順位

づけという点は有効勾配法と同様であるが，複数

制約を一元化するさいに，空間量というスカラー

量( 2 次元の場合は面積 3 次元では体積)に変換

する点に相違がある.

具体的な計算を行なうために，以下の記号を定
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める.

1, :既採択プロジェクトの集合

1， 未採択プロジェグトの集合

Pt : 制約空間におけるプロジェグト i のベクト

ル表現

Pt = (lu , 1i2, …, 1iq) 

Rkt : 採択したプロジェグト全体のおの使用量

Rkt=L: lik 
teIt 

Rt: 制約空間における Lのベグトル表現

Rt=L: P i=(Rlt, Rt2, …, R/} 
ie1t 

なお，添字の t は逐次的にプロジェグトを採択

していくときの解法の反覆回数を示す.

いま， Lt. L2， … ， Lqを軸とした直交座標系 (f制

約空間」と呼ぶ)を考え，各プロジェクトをその

空間上のベクトルPiで、あらわす. Lk孟 1kの領域を

「制約領域J ， L: ielt1tた壬L，，~玉 1kの領域を「残存領

域j と呼ぶ.

有効勾配法では，ベクトルの内積を用いるので

Jぶ =lik/lk

のように，各制約使用量の基準化を行なったうえ

で，プロジェクト i を

P;'=(ん'， li2' , …, liq') 

It のベクトル表現を

R't=L: P;' 
te1t 

とする.ただし ， t= 1 のときは， R吋=0 となっ

てしまうので， このときに限って ， R吋= 1 とす

る.また R't と同じ方向の単位ベクトルを

Et=R't/IR'tl 

とする.プロジェクト i の制約使用量の一元化量

を， P;' の R't 上への正射影の長さ，すなわち

V't 

Hlit =P/.Et=P/・三;"1 (4) 
IR吋|

であらわす. 2 制約の場合で図解すると，図 1 の

ようになる.効率指標は

Ui;t=g;/Hlt' ( 5 ) 

であり，これの値の大きなものほど有利なプロジ

ヱグトであると考える.

空間法では，すでに採択したプロジェクトと，
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図 1 有効勾配法

いま採択を検討しているプロジェクト i (i El t ) と

を合計した Rt+れを制約空間上で評価し，次式

に示す値，すなわち
q q 

HU=I1 h-11 {h一 (Rk t +ん)} ( 6 ) 
1;=1 1;=1 

に一元化する. 2 制約の場合には，図 2 の斜線部

分と網目部分の面積の和に相当する.効ネ指標は

U2it =(gi十 L: g;)/HU ( 7 ) tE1t 
であらわされる.

4. 解法の手順

有効勾配法と空間法は効率指標の作成方法は異

なるが，基本的な解法の手順は同様である.そこ

で mプロジェクト・ q 制約の問題における 2 つ

の方法の手順を以下にまとめる.

(1)初期値の設定

t=I ， lt =φ 

ただし ， tキ 1 のとき ， lt はステップ(7)に

より与えられる.

(2) lt の制約使用量の計算

Rk'=L; lik 

(3) i E ltの残存領域における採択可否の判定

Rkt+lik~玉 lk

をすべての Lk(k= 1, 2,… , q) で満足するプロジ

ェクト i は選択の対象とし，そうでないプロジ

ェクト i は選択の対象外とする.

( 4) 選択終了の判定

選択対象とするプロジェクトがない場合は L

をこの問題の解とし，手順を終了する.そうで
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L2 

R
 

L , 
R
 

図 2 空間法

ない場合は次のステップへ進む.

(5) 効率指標の計算

選択対象とするプロジェクトについて，制約

の一元化量と効率指標を計算する.

①有効勾配法の場合

H1;t=P/.R吋

U1;t=g;jH1it 

( 8 ) 

( 9 ) 

なお， (8) 式では前述の (4) 式における

IR'tl が省略されているが， IR吋|はすべての

プロジェクト i ~;こ共通なので，とり除いても

大小関係には影響を与えない.そこで，ここ

で、は ， P/ と R吋の内積の計算を行なう.

②空間法の場合
q q 

H2;'=旦 h一旦 {h-(Rk'+ん)} (10) 

UU=(gぺ王 g;)/HU (11) 

(6) 選択プロジェクトの決定

①有効勾配法の場合

U1 iぷ=max ULt 
tEl
t 

を満足するプロジェクトけを t 回目の選択プ

ロジェクトとする.

②空間法の場合

U2iぷ=max U2;' 
iE1t 

を満足するプロジェクトげを t 回目の選択プ

ロジェグトとする.

(7) 1，刊の設定

lt+l =lt U i* 

(8) 反復
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表 1 数値例t←t+1 としてス

テップ (2) へもど

る.

注文[工程 1[工程 2[ 利益

5. 数値例への

適用

有効勾配法と空間法

を，簡単な数値例に適

用してみよう.

P1 
P. 
P. 
P. 
P5 
P6 
P7 
PS 

14富
12 

2 

18 

8 

8 

12 

6 

12時
間

36万
円

14 27 

14 30 

8 18 

12 45 

4 15 

6 6 

18 24 

合計 i 80 I 88 I 201 
8 つの注文の中から 1 L::-"-J 

利用可I a I 刊 | 
有利な注文を選択する 能時間|ノ日|

問題を考える.各注文の 2 つの工程での所要時

間，利益，および各工程の利用可能時間の上限値

は表 1 のとおりである.

この受注選択問題を定式化すると，次のような

0-1 計画問題になる.

目的関数:最大化

z=36xl+27x2+30xa+ 18x4+45xs+ 15x6 

+6X7+24x8 

制約条件:

14xl+ 12x2+2xa+ 18x.+8xs+8x6+ 12x7 

+6X8~三 56

12xl + 14x2+ 14x8+8x.+ 12xs+4x6+6x7 
+ 18x8:::::;72 
x t, X2， ・・・ ， X8=0 または 1

有効勾配法を適用した場合の各反覆における効

率指標の値と選択のプロセスは表 2 のようにな

表 2 有効勾配法

Pi I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 r 6 
P1 122.1 565.7 343.5 
P. 93.6 428.6 249.7 139.1 114.6 

P. 185.3 802.1 
P. 58.9 279.3 185.1 91. 8 72.5 58.0 
P. 205.3 
P6 106.6 I 503.3 328.4 165.2 
P7 28.6 134.9 88.1 
PS 95.1 1420.6 219.6 134.9 I 115.9 

:;:l:::;:i::;;市立|:::;;|::;;:|;:;::
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る.この結果， P t, Pa, P. , Ps, P6 , Ps が選択され，

利益合計は 168 万円になる.

空間法を適用した場合の各反覆における効率指

標の値と選択のプロセスは表 3 のようになる.こ

の結果， P t, P2, P3 , Ps, Ps が選択され，利益合計

は 162 万円になる.

一方，この問題の最適解は， P t, P3, P., Ps, P6, 

Ps を選択するもので，そのときの利益合計は 168

万円である.したがって，有効勾配法で得られた

近似解は最適解に一致している.また，空間法で

得られた近似解の最適解に対する相対誤差率は

(168-162)/168=3.57%である.

6. おわりに

(1)前述の数値例で示したように 2 つの方法か

らは精度のよい近似解が得られる.精度の評価

については，両手法とも種々の数値実験を行な

っており [IJ ， [7], [9J，実用上十分と考えら

れる精度が保証されている.特に，問題の規模

が大きくなっても精度は悪化しないので，良い

近似解法といえよう.

(2) 同ーの問題に対して 2 つの手法を別個に適

用してその良い方を採用すると，非常に優れた

近似解が得られるということも報告されている

[ lJ. 

(3) 効率指標による近似解法には，計算が簡便で

あること，制約条件がいっせいにある変化率で

表 3 空間法

2 3 4 ラ

P1 0.0238 0.0150 0.0122 
P. 0.0182 0.0113 0.0092 0.0074 
P. 0.0333 0.0157 
P. 0.0112 0.0073 0.0060 0.0049 0.0045 
P. 0.0391 
P6 0.0195 0.0084 0.0061 0.0045 0.0039 

0.0028 0.0022 0.0017 0.0015 

PS I 0.0181 0.0106 0.0082 0.0066 日.0080

R, 
R. 1:l;:|;;|;;|;; 
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増加(あるいは減少)したとき，いちど順位づ

けを行なっていれば感度分析がしやすいなどの

長所がある. さらに，現実の受注選択問題で

は，候補注文がすべて判明しているケースより

も，候補注文が任意の時点にばらばらに到着

し，他のすべての到着を待つことなく受注採否

の決定をしなければならない場合が多く，その

場合に効率指標を採択の基準値として利用し，

長期的な立場に立った決定を行なうことができ

る[IOJ. 

(4) 有限勾配法，空間法とも複数制約の一元化の

方法にそれぞれの特徴があらわれているが，一

般に一元化の方法には多種多様なものが考えら

れる.そこで，制約領域における等制約使用量

線のタイプに着目し，原点からの J 次距離 (l

=1 ， 2，…，∞)の考え方を応用して一元化の方法

をまとめ，それぞれのタイプにもとづく近似解

法の評価を行なった研究もある [3].

(5) 長期的な設備投資計画では，計画期間全体の

キャッシュフロー利益の最大化といった単一目

標の下で考えるよりも，毎期の会計上利益，資

金回収額なども考慮して，複数目標の下での計

画問題として定式化したほうが実際的な場合が

多い.その場合，数学的には多目標多制約の下

でのプロジェクト選択問題として定式化され

る.本稿で紹介した効率指標を利用した近似解

法は，このようなタイプの問題にも有効であっ

て複数目標，複数制約をそれぞれ一元化し，そ

れらの比である効率指標を作成してプロジェク

トに順位づけを行なうことができる.複数目標

の一元化のさいには，意思決定者の効用関数を

反映させる必要があり，種々の工夫がなされて

いる [2J ， [4J. 
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昭和60年 10月 12 日 急性心不全のため死去されま
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