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1. はじめに

個人あるいは団体の意思決定は，ほとんどの場

合未来に向けての行動選択と考えられる.未来に

おける結果は本質的に確定的でありえなし、から，

不確実性のもとでの決定問題を考えねばならな

い.たとえば幼稚園児の遠足では，ご馳走弁当の

下ごしらえ等を前の晩に用意する.しかし，もし

当日雨が降って遠足が中止になるとご馳走がふい

になってしまう.これは意思決定の損失と考えら

れよう.逆の場合もありえる.すなわち，明日は

雨だと思って，弁当の用意をしなかったが，当日

雨がやんで、遠足が可能になった場合，園児は落胆

し主婦の嘆きはさぞ大変なものだろう.賢い主婦

は明日雨が降るか否かを予測してご馳走を作るか

どうか，損失を考えてその内容および経費の掛け

具合を決めるであろう.このように，われわれの

行動決定には多くの場合不確実性のもとでなされ

るが，これに対処する l つの方法として，不確実

性を確率(法則)で測り，各行動に対する効用の

期待値を最大にするように行動選択を行なうこと

が考えられる日幻.しかし，この場合不確実性の

ありょうの表現である確率法則をいかにして定め

るかが大問題である.遠足の例では，テレビの天

気予報を見るとか，友人の意見を聞くとかしてよ

りよい決定を行なうためにいろいろと明日の天気

についての情報を集めるであろう.新しい情報が

くらの まさみ千葉大学教育学部
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はいるたびに，さらに新しい情報を得るために行

動をおこすべきか，もしおこすとしたらどのよう

な行動をとるべきか，あるいは，手持ちの情報で

満足して最終的な判断を下すべきかと主婦の気持

は動揺して，いくつかの屈折を経たのち最終決定

がなされる.この身近な例でもわかるように，未

知の要素が含まれている最適化問題では未知の要

素についての有益な情報をいかにして収集し，ま

た得られた情報を決定過程の中に組み込み，いか

にして最適化をはかつてゆくかの問題がとり扱わ

れる.いわゆる適応型の問題といわれるものであ

る.このように考えてくると， ORでとり扱われ

る数学モデル，たとえば在庫モデル，取替モデル，

ゲームモデルなどにはすべて適応型のモデルのあ

てはまる場合が非常に多い.しかもこれは現実を

より反映したモデ、ルといえよう.ところが適応型

の問題は情報をとり扱うため，一般的にモデ、ルが

複雑になり解析的にも数値的に最適解を求めるの

が困難で、ある.これに対処する一方法として，ベ

ルマン (Bellman) の開発したDP [IJ は最有力

である. DP の手法があるからこそ適応型の問題

が解けるようになったと言えば過言すぎるであろ

うか.ここでは，適応型の問題を適応制御過程あ

る L、はマルコフ決定過程として定式化し， DP の

方法を使って解く方法を解説する.さらに応用範

囲の広いマルコフ過程の適応制御をとりあげて情

峨処聞と最適化とに関するいくつかのアプローチ

の方法と結果を紹介する.
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2. マルコフ決定過程と DP

たばこ製造会社は年度末の自社製品のシェアに

もとづいて次の年度の広告費を決める.ある計同i

期間(会計年度を l 期間として，たとえばN期間)

にわたって総利益を最大にするためには，各年度

にどのくらいの広告費を支出すればよいであろう

ヵ、. タパコのシェアは年々変動するがその年度末

のシェアを変化する状態と考え，支出される広告

費を行動 (action) としてこの問題は逐次決定過

程，特にマルコフ決定過程 (Markov Decision 

Process, MDP)によって定式化される.その前

にMDP の定義を与えておく. n期で、のシステム

の状態らは状態空間S ={1, 2,… , L} の l 点とし

て表わされ，行動仇は行動突問A={1 ， 2 ， … ， K}

から決定者によって選択されるものとする.たと

えば，たぽこ製造会社の問題ではシェアが 15%以

上(未満)である状態を 1 (2) で表わせば， S=  

{1 ， 2} となる.状態の推移 (dynamics) に関して

は定常性とマルコフ性を仮定する.すなわち，推

移確率行列 q= (qijk) ， ただし qi/~O， ~j=lLqil 

=1 が与えられていて， Prob (in+1 = j I io , ao , …, 

in=i , an=k) =qi/, i , j E S , k E A が成り立つもの

とする.また与えられた利得行列 r =(r (i， k)) に

対して in=i で行動仇=k を選ぶと利得 r (i， k)

が発生する.各期の行動向を選択する規則を政策

という. 一般に an は n期以前の履照ん= (io, ao , 

…，ら)に依存して確率的に選ばれるが，特に匁期

の状態九のみに依存して確率 l である行動を選ぶ

政策を確定的なマルコフ型の政策といい， S から

Aへの写像 fnの組π= (fo ， f1 ， …， fjけで表わされ

る.この政策を使うと n :j切ではら =i のとき確率

i でん=fn (i) が選択されることになる.またf=

fn(n孟 0) のとき定常政策といい，簡単のためにf

で表わす.政策 π を使ったときの総期待利得は初

期状態 io= i の関数として次のように表わされる

(2.1) VN(i ， π)=~n=oNE寓[ßnr(in ， an) lio=i]. 

ただし， 0<戸孟 l は割引き率.

(2. 1)を最大にする最適政策を求める問題を考
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えてみよう.目的関数 (2. 1) には加法性があるの

でDPの最適性の原理 [IJ を適用して解くことが

で、きる.

V ,,(i) = n 期間問題で初期状態が i のとき，

政策のもとでの最大総期待利得

とすると次の再帰関係式を満足する.

(2.2) Vo(i) =max r (i, k) 
keA 

L 

最適

Vn(i) =記X{r(iJ)+PE1qJ Vn-1(j)} 

iES , n=I , 2,"', N 

ここで，各 i E S に対して (2.2) の右辺の最大

値を与える l つの行動を fn(i) として ， fn:S • A 

を定義するとげ= (fN ， fN-1' …'/0) は最適政策と

なる.

無限期間 (N=∞)での基準として

(i)割引き率戸 (0< 戸<1)のある割合(割引き最

適基準)

(2.3) Vp (i， π)=ZOER[pr(in， an)lio=i] 

(ii)長期間における l 期当りの平均期待利得

(平均最適基準)

(2.4) 
N 

g(i， π) =lim inf(N+ 1)-1 ~ E笠
N-+∞ N=O 

[r (in, an) I io=iJ 

たとえば，表 l で示すデータのもとでの平均最

適基準における最適政策は状態 i では 2 (low adｭ

vertising) ，状態 2 では 1 (high advertising) 

をとる定常政策となり，そのときの 1 期当りの平

均利得=56.37 となる.

MDPはその構造の一般性により， ORでとり

扱う決定過程，統計学の逐次解析，最適制御など

応用範囲がきわめて広<.この20年間で膨大な量

の研究論文が発表されている .MDP の一般理論，

計算アルゴリズム，応用に関する survey はそれ

ぞれ [4， 14，引に与えられている.またMDP の

日本語の教科書として [5， 6 ， 18J をあげておく.

3. 適応型の決定毛デル

今 2 台のスロットマシンI， n がある. マシ

ン I を使えば確率 γ で 1 ドルが得られ， マシン E
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表 1 たばこ製造会社のデータ

状 態 [行動|推移確率 l 利得
k ム-kI ームム~I-~云

1. シェアが 仏 7 ω 68 

15%以上 2 O. 5 : 0.5 I 80 

2. シェアが 0.6 I 0.4 25 
15%未満 2 0.33 I 0.6733.2 

ただし，行動 1 (2) :高L 、(安L 、)広告費の支出

を使えば確率p で l ド、ルが得られるとする.各期

ではマシンI， II のどちらかを選んで使う. この

とき， N期間に得られる総期待金額を最大にする

E のどちらを選んでためには，各期でマシン 1 ，

使えば良いであろうか. もし r と ρ の{直が既知で

あれば. 1 ドルが出てくる確率 r ， p の大きいほ

うのマシンを毎期使えばよい.しかし ， r , P の伯

が未知の場合はどうふるまえばよいであろうか.

これは逐次実験計画の中で特に 2 腕の盗賊の問題

(two-armed bandit problem) [2, 17, 20J と

呼ばれている.今 ， 1f討中ーのために r の仰は既知1で

ρ の Úl(が未知lで、あるとしよう .ρ の値が未知とい

っても，第 1 期日の選択を行なう時に決定者は1う

に対するなんらかの情報・予備知識(これを初期

情報という)をもっていることが考えられる.た

とえば，マシン H を使ったことのある友人から情

械の提供を受けたり，宣伝文を読んだりして初期

情報を竪市にするように努めるかもしれない.ま

たなんの予備知識をもち合せてない場合でも広く

解釈して，それ I~体がまた l つの初期情報と考え

られる.今，マシン H を最初jから n 期のあいだ，

つづけて使ったとする.このとき n [íJの実験結

果 1100...10から得られる情報が初期情報に追加さ

これらの情報をもとにして n+l 胡の選択がれ，

なされる.ただし 1 (0) は成功(失敗)を表わす.

一般に未知パラメータを含む決定過程をDP で

定式化して解くためには，決定に役立つあらゆる

場合の情報がある集合グ1 の一点として表わされ

かっ過程の進行にともない追加される情報がタ1

上の変換あるいは推移として表わされる必要が
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ある.情報をこのような形で表わしたものを情報

様式 (Information Pattern) という.この場合

.9" 1 は過程の状態空間の一部を構成し， 追加情報

による情報様式の改訂の方法が状態の推移(確率)

法則を規定することになる.

以 i二を考慮して典型的な適応制御過程を定式化

してみる.過程の状態はその期までの系の状態þ

とその期までの未知パラメータに関する情織の友

現である情報様式Pの対(ρ ， P) で、表わされ， (ρ ， 

P) のとりうる値の全体をYとする.状態 (pP)

c .5/ 1'こ対して行動空間Mから i つの行動 a E.5ﾝ 

を選択すると利得R((p ， P) , a) が発生する.ま

たこのとき系の状態の推移と追加情報が得られる

がこのメカニズムが状態空間 f の上の推移確率

法則 Q( ・ I (゙ P) , a) で表わされると仮定する.

明らかに上で定義された決定過訟は f を状態

空間にもつMDP であり， DP の再帰関係式 (2.2)

を解くことによって妓適な適応政策が求められ

る. J見突のJ主体的問題に対しては，↑占 .~ft隊式の巡

mおよびその改訂の方法が問題になるが，これに

は統計学の推測論，特に十分統計量が利用される.

通市，未知パラメータの“もっともらしさ"の程

度を表わす{確率分布で、情報を記述して，泊/JII'I育、以

をベイズの定理によってIMlìíT分 ;:{Ilからが後分布に

改定する方法がよく用いられる. これをベイズ

(Bayes) モデルと呼ぶ.スロットマシンの問題を

Bayes モデルで解いたのが図 l である.ただしN

=6 , r=0.6 , 初期情報は一係分布.三のとき故

大:!羽待手IJf\tは 3.72 ドルとなり ， 'R~に I を{吏うとき

の期待利得 3.6 ド、ルより 0.12 ドルと両くなってい

2 腕の盗賊の問題については，医学的な治療

法の選択の問題などに応用されている([15]). 

る.

4. マルコフ過程の適応制御

適応型の;~次決定モデルでは，情報様式の選択

およびその改訂の方法が重要であることはすでに

述べたが，そのアプローチの方法の違いによって，

いろいら伝タイプの適応制御モデルが考えられ
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図 1 最適政策N=6， r=O.6 

ただしli ， IIはEを使用 ， i (j) は成功(失敗)の回数， ムでは以後 I のみ使用

る.ここでは， MDP で特に状態の推移確率法則

に未知のノミラメータが含まれる場合，すなわち，

nl次元ユークリッド空間の部分集合θ をパラメー

タ空間として，各 θ"'::θ に声、j して l つのMDP の

推移確率法則 q (0) = (qi/(θ) )が対応しており，

。の値が未知の場合についての適応制御について

考えてみよう.この場合， (2.3) あるいは (2.4) で

定義された Vp， g は未知パラメータの値 θ に依存

するので， θ の関数として ， Vp (i， π， θ) ， g(i ， π， θ) 

と表わされる.

4.1 ベイズモデル

すでに述べたように，初期情報をパラメータ空

間 θ の上の事前確率分布で表わし，情報の蓄積を

事後分布で記述する方法がベイズモデルで、ある.

相当する適応制御過程の n 期の状態は tn と n 期の

履歴のもとでの θ の上の事後分布ふの対 (in ， ふ)

で表わされ， したがって状態空間は S X P( θ) と

なる.ただし P( θ) は θ の上の確率分布の全体.

事前分布 f 己 P( θ) に対して，状態 i で行動 h を

選択し，次の期に状態が j に移行したという情報

のもとでの事後分布を Tijk~ と表わすと， DP の

再帰関係式 (2.2) は次のようになる. n;;;; 1, (i，~) 

正 S X P( θ) に対して

(4.1) VJ, f)=mfU KVト1 (i ，~)， 

ただし Vo(i，~)=max r(i , k) 
keA 

U klt(凶 =r(山 +PjEjqzjk(θ)
u (j, Ti/，~)~(dθ) 

(4.1) で Vp (i， ~)=lim Vη (i ，~) (ただし 0<戸

<1)とおけば，割引最適基準の最適方程式

(4.2) Vp(iJ)=TrhVp(iJ) を得る.

今 ， f(i ， ~)=arg max UkVp (i，~) とする時， η
keA 
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期の行動として an=f(ら，ふ)を選ぶ定常政策が

ベイズ最適となることが知られている.すなわち

Vp(は)= m~x ~ Vp(i , 1r，問(dθ)
=~Vp(以併(dO)

しカミし， ベイズ最適政策を求めるためには，紀1

局 (4.2) 式を解く必要があり困難が予想される.

そこで，簡単でとり扱いやすい Bayesian equiｭ

valent rule などの近似的な政策が提案されその

性質が調べられている [19J.

次に未知パラメータに関する情報の収:wーという

立場からベイズ最適政策を検討してみよう.

例 ([8J) S=A= {1 , 2}, n1=r12= 1, rzl=rz2=0 , 

推移行列 q は図 2 のように， q222=O= 1-q212のみ

が未知で他は既知とする.この場合θ =[O， IJ で，

初期分布を適当にとるとベイズ最適政策のもとで

は，確率 1 で an=l(nミ 0) となることが最適方程

式 (4.2) から示される.これは状態 2 において行

動 l を常にとることを意味しており，未知パラメ

ータ O に対してなんらの情報も得られないことに

たとえば θ が O に十分近いと

き明らかに状態 2 では行動 2 をとるのが最適であ

るのにベイズ政策のもとでは 2 を選ばないで 1 を

そのために，なる.

選ぶとし、う結果になっている.

このようなベイズ政策の欠点は漸近的最適性の

概念，あるいは Forced Choice Circleなどの予

法が導入されて解決されている ([8， 16 ， 19J). 

4.2 ノンベイズモデル

事前分布の存在を仮定しない，いわゆる Non­

Bayesian 的な方法を考察してみよう.各(} Eθ 

および任意の政策 π と初期状態 i E S に対して

(4.3) g(i， πへ O);;;;g (i， π， θ)
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手Ij得 l 利得。

q2t="2 

q畠 =8

qh =q五 2 q品= t, q晶炉討=司1ト一

図 2 未知ノパξ ラメ一タをもつ推移確率行列

が成り立つ π* を平均最適な適応政策と呼び rr* 空間として ， qの推定量としてML E q(n) = (qi/ 

の構成法の問題を検討してみよう. 1 つの考え方 (n) ) を使う.ここで，qi/'(n) =nil/'E. nil， ただ

として，蓄積された情報をもとにして未知のノミラ

メータを推定し，この推定値がパラメータの真値

とみなしたとき，最適となる行動を選択する方法，

すなわち推定と制御の原理 ([7， 12J) を挙げるこ

とができる.今，この考え方によって l つの適応

政策を構成してみよう.推定量として披尤推定量

(MLE)を利用することにする.

(4.4) 仇三arg mzx Ln(θ， hn)(nミ 0)

ここでん((}，hn) = 'E.;::lOgq(it+ll i t, at) 

ただし q (j !i , k) =qi/', hn = (io, ao , "', in) 

今，各 0 己 θ に対して g(i，J[(}J ， (})ニ sup g(i , 

π， θ) が成り立つ最適定常政策 f[(}J : S→A が

仔在すると仮定しよう.このとき nj切において履

歴 hn から (4.4) によって仇を求め &n をパラメ

ータの値とみなしたときに最適となる行動向ニf

[仇J (i) を選択する政策計= (f[&IJ , [&2J，…)が考

えられる.この適応政策げを使った時ある条件

のもとでMLEの一致性，すなわち確率 l で仇が

パラメータの値 θo に収束すること，およびげが

平均最適となることが示されている ([7 ， 12J). 

4.3 学習モデル

各期に得られる情報をいわゆる reward-pena­

lty 型の学習方式 ([IIJ) と value-iteration ([3J) 

で処理する方法について述べよう n期での行動

仇に対する条件付き確率分布を

れ (kI i) = Prob(an =k I io , ao ,… , in=i) (k (� A) 

で表わす.このときれが n を増大させるといくら

でも平均最適な政策に近づく{iì' n} に対する学習ア

ルゴリズムを求める.正の推移確率行列 q の全体
L 

Q={q=(qJ)|qJ>O， FIqzf=1} をパラメータ

1985 年 5 月号
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し nij" は n期の履歴ん= (io, ao , …, i n) において

it=i , at=k , it+1=j となる t の個数. 初期情報

q(O) 'éQ とん ε(0， 1) なる数列{，ln} を適当に選ん

で n期の情報様式を q(n) =んq(O)+ (I-ﾀn)q(n) 
で、表わす.各 kεA と qEQに対して L次元ユ

ークリッド空間RLの作用素 Uk[qJ=( Ulk[qJ ,…, 

ULk[gJ) を

(4.5) U ♂ [qJ u=r(μ)+込 (qリk一向)) llj , 

u= (1lJ, "', llL) 己 RL

ただしマ (q) =mini , jES, k εKqi/ 

で定める.このときがq) >0 であるから，作用素

U [qJ =may U "[qJ は縮小写像となる.今，不動
kεd 

点を u*= (1l 1*, 112* , …, llL*) とすれば， u*=U[qJ 

zげが成り立ち，この式においてず=ザ (q) 忍 llj*

とおけば，平均最適基準のもとで、の最適方程式を

得る.

(4.6)d=yr{r(i， k)-r+込qi九

各 i E S に対して， J二式の右辺を最大にする k

EA の全体を Aグ [qJ で表わすと f(i) ε Aiホ [qJ

(i 己 S) となる任意の定常政策fは qに対して定ま

るMDP の平均最適となり，ザはそのときの最適

平均期待利得となる ([5 ， 6， 18J). 今，推定量q(n)

を使って L 次元ベクトルの列 {V(n)= (Vl(n) ，

Vz(n) , …, VL(n))} を逐次決めてゆくことにする

(value-iteration) . 

(4.7) Vi(O) =0 

Vi(n+ 1) ニ maxU ki[q(n) J V(n) (ηミ 0)
kEﾁ 

次に bo =l ， ι >bn+1>0(n主主 0) なる数列 {bn}

に対して，ゅ(bn)=bn+1 (nミ 0) を満たす増加関数
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ゅ: [0, 1J• [0, 1 J によって ， it n-l を定凡に次のよ

うに改訂する(学習アルゴリズム). (4. 7)の布辺

を最大にする任意の k を ι+l(i) で表わす.各 i

ES に対して ， kn+l (i) =ki ならば

(4.8)ι (ki!i) = 1 一L:ゆ {ti' n-l(l! i)) 
l'与 ki

ftn (l !i)=ゆ (ftn-l (l !i)) (lキ ki ). 

このアルゴリズムでは， ftn (k;J i) > ftn-l (ki! i) , 

ft ,,(l !i) <ftn(l!i) (lキあ)が成り立つので、 (4.8) は

一種の reward-penalty型の学習方式となってい

る. (4. 7)と (4.8)から fto( ・ !i) を適当に与えれば

1 つの適応政策 ft= (fto , ft !， …)が構成される.こ

のとき，任意の ES ， kEAに対して ， fto(kli) 

>0 かっ lim ん =0， lim 九=0， L: bη=∞が成り
n→∞ n....由。

立つならば，推定量 ij(n) の一致性と確率 l で lim

Vη =u*， lim L: ftn(k!i) ニ l が示される.これ
keA*[q1i 

は itnはいくらでもパラメータの値 q に対する平

均最適な政策に近づく乙とを意味している.また

げは平均最適な適応政策で、もある ([10J). 

5. おわりに

適応型の問題では，未知のノミラメータに関する

情報の収集・処理およびシステムの最適化という

2 つの側面があり，両者を統-的にとり扱うのが

適応制御過程といえる.いわば，統計学の諸理論と

ORの決定モデルの解析手法とが融合した新しい

理論といえよう.したがって，適応制御的な手法

はもっと現実の社会の巾に浸透していってもおか

しくないと思えるのだが意外にそうではない.こ

れは，たとえば問題をDPで定式化しても般

に状態空間が高次元の集合になり実際に解を求め

るのが悶難のためであろう.しかし，計算アルゴ

リズムの開発と高速電算機の利用により，適応型

の問題解決の手法は現実の問題処理に対して有効

な戦力になりつつあると忠われる.
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