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偶然に支配される現象ゃあいまいさを含んだ対

象に関するデータから，その内に潜む「法則」や

「構造J にかかわる情報をひき出すことは経験科

学において日常的に求められる仕事である.この

ような非決定論的データを処理する方法にはいろ

いろなものがあるが，統計的方法，すなわち，デ

ータの発生機栂を近似する確率モデル族を構成

(統計的モデリング)し，この族の中からデータに

最も適合するものを選ぶ(適合化)とし、う過程を通

して行なうことが最も自然であろう.確率モデル

を用いる方法は，他の ad hoc な処理法に比べて.

データ解析の結果の意味を吟味するうえでも，モ

デル族の妥当性と適合の度合いをはかる規準の良

し悪しを客観的に検討するうえでも好ましい方法

である.しかし，従来の統計的解析法においては，

モデ‘ル族をノ4 ラメトリックモデルの形に表現する

ことが要求され，ひとたひ、特定のパラメトリッグ

モデル族が選ばれると，それをアプリオリに確定

したものとして絶対視してしまう傾向があった.

たとえばデータの平滑化において，多項式や三角

関数を回帰関数に選んで“あてはめ"が行なわれる

ことがよくある.しかし一般に，推定される関数

がこれらの回帰関数でうまく表現できる保障はな

い.関数がなめらかであるということと，それを

多項式や三角関数によってバラメトリ γ クな形に

表現することのあいだには，大きな論理の飛躍が

たなべ くにお統計数理研究所
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ある.実際， これらのパラメトリッグモテツレは，

それぞれ岡有の“くせ"をもっており，データに

あてはめたときに元の「構造」を反映しない偏り

が出てしまうことが多い.

一般に，統計的モデリングの根拠となる予備知

識は，この平滑化の例のように漠然としたもので

あることが多く，措定されるべき確率モデル族は

一意的には定まらない.一節計的モデリングはきわ

めて主観的作業であり，教科書の例題を解くよう

な具合にはいかない.したがって，この作業にお

けるモデ、ル族設定のずれや誤りを許容し，それを

補償する統計的方法が必要であることは明らかで

あろう.この必要に応じるものとして，確率そうで

ル族を重層的に構成するベイズモデルによる方法

がある.先の例でいえば，回帰関数をパラメトリ

ックモデルの形に特定してしまわないで，回帰関

数自身をさらに確率的に規定する方法である.こ

うすることにより，対象の「構造J に柔軟に追随

できる可塑的なモデル族が構成され，従来の方法

では考えられなかった統計解析が可能になる.本

稿の目的は，データの平滑化を例にとり，この新

しいデータ解析法を紹介することにある.

1. ベイズ毛デル

有限個の点 {x;}(i= !， 2~，~-，N}士号yーあるため

らかな関数を観測してデータ {ν;}(i= 1, 2,… ,N) 

を得たとする.このデータを平滑化して元の関数

を推定する問題を考えよう. 話を簡単にするた
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め，有界領域を等間隔の十分細かいメッシュ {I，}，

(j =1 ， 2，… ， m) に刻み，各メッシュL 上で定数値

βをとる区分的定数関数で元の関数を近似するこ

とにする m をデータ数Nに比べて十分大きく

とれば実用上問題はない.以下，この近似関数を

列ベクトル f= (jしん…，ん) t で表現する.fが

2 変数のときには，長方形領域を十分細かし、正方

メッシュ{Ii' }， (i =I , …, mt , j=l , …, m2) に刻

み ， 1り上で定数値 fij をとる関数 f~ (fij) で近

似する.

メッシュ L に含まれる観測点 .x i 上のデータ νz

は誤差 éli を含んだ f， の観測値であるとする.す

なわち仏=f，+ぬとし éli (i= 1 ，… ， N) は独立に平

均 0 ，未知分散 σ2 の正規分布にしたがうものと

仮定する.いま， N×m 行列 E= (ei') を elj=1 

(観測点山がメッシュ L に属すとき)， =0 (その

他のとき)と定義すると， データベクトル ν(仇，

…,'lJN) t の同時密度関数は

(1) p(ν If， (]2) 三 (1/2πσ2)N/2 xexp ( 一

1111-EfI12/2(]2) 

と書ける.ただし1I.x1l=、/記五とする.

従来の平滑法は，たとえば fk を多項式

(2) fk=r2k2+nk+ro 

などとパラメトライズし，最小 2 乗法などを用い

てパラメータ r2， r1 , ro を決めることにより行なわ

れる.しかし先にも述べたように， (2) のような

決定論的なモデリングに十分な根拠があることは

稀である.そこで， fがなめらかであるというこ

とを，次のように確率的に表現する.

(3) マ Pfk~ゅ ， (k==p+ 1, …, m) 

ただし，マは差分作用素で，たとえばマfk=fk

-β→で定義されるものとし ， Yj k は平均 0 ，未知

分散 σi の正規分布に独立にしたがうものとす

る. (2) のモデルは， (3) のモデ、ルにおいて ρ=3，

σi→0 とした特別な場合と考えることができる.

以下，一変数のモデルとしては， P==2 ， すなわち

(4) マ 2jミ三fk-2-2fk-l+fk=れ

を考えることにする.このとき ， fの尤度は
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(5)π(f lσi) 三( !/21r(]i)川

伊exp( 一 IIDf Il 2/σ戸)となる.

ただし l~m-2， D は IXm 行列
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p は DtD の非零固有値の積の平方根とする.

π(f lσ，2) を f の事前分布と考え ， 11 の密度関数

を p(制f， (]2) とすると，観測値 g が与えられたも

とでのfの事後分布は，ぺイズの定理により，

(7) ρ (f 1 1l， (]2 ， σl)~jõ p(1I 1 f， (]2)π(f lu.i) 
\p(ν If， σ2)π (f lσi)df 

で与えられる.ここで事前分布 π は ， DtD が非正

則であるため， fで積分すると有限ではないので

通常の密度関数とはならない.このような事前分

布は変則 (improper) と呼ばれる.事後分布(7)に

もとづいて f(および σσl) の推定値を得る方法

は一般にベイズの方法と呼ばれる.

2. 情報量規準 ABIC

f , (]2 ， σl の推定値として，事後分布の平均やモ

ードを用いることもできるが，赤池[ 1 ]はfの

安定した抵抗値を得るために，次のような 2 段階

から成る推定法を提案した.まず， a2 ， σi に関す

る「ベイズモデルの尤度」を

(8) L(んf叶内1 f , (]2)π (f lσ川f
で定義し，統計量

(9) ABIC三一2log L(σσi) 

を最小化する σ2=ð2， σl=ði を求める. 次に，

事後尤度 p(f l ν， ð2 ， ði) を最大にする f=1 を求

める.

一見なんの変哲もないこの方法は，実は非常に

強力な方法で，従来取り扱いが困難であったさま

ざまな実用上の問題に適用され，興味深い成果を

生みつつある.

αさσ/σf を固定するとき， ABIC を最小化する

σ2=ð2 ~土

( 10) ポ=R2 (fa*)/(N+l-m)
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\人

データにもとづいてモデルの分散 σ，2 と観測ノイ

ズの分散ポの按配を決める方法であると考える

ことができる.。と a を定めた後， p (fly， ð2 ， ð，)

を最大にする f=J を求めるのであるが， 実は

J=f~* であり ， âを求める過程
ですでに計算されている.

図 1 はビール籍の市場残存率

で与えられる.ただし ， fø* は f の関数

(11) R2(f) 三 11ν-Ef Il 2+ポIIDfl1 2

を最小にする，線形最小 2 乗問題の解である.し

たがって ， ABIC は α の関数となり

(12) ABIC(α) = (N+l-m)log R2(f..*) 
-211og α+log det(EtE+α2DtD)+C 

と書ける.ただし C は α に無関係な定数である.

(1 2) を最小にする α=â は解析的には求まらない

ので数値計算に頼らざるをえないが，高精度で求

める必要はない. (1 1) の最小 2 乗問題をQR分解

法で解くならば，その過程で(12)式の det の中味

が副次的に計算される [2 ].こうして求められた

δ とがから 6fz が得られる. ABIC最小化法は，

残存率
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を表わす N=16 個のデータに

上記の方法を適用して得たグラ

フである. x 印はデータ，実線

は推定曲線で，実際は階段関数

であるがmが非常に大きいため

(m= 18 1) なめらかに見える.

ちなみに， α が最小値&と異な

るときに，それに対応する fl1l*

を図 2 に示す.式( 1 1)からもわ

かるように， α が大きいと直線

回帰に近づき， α が O に近いと

f..* はデータを補間する.図 3

はm=37 と 381 の場合の ABIC

による最適推定値を示したもの

で， ABIC最小化法で得られる

プロファイルはmにあまり依存

しないことがわかる.

17 

2 変数の場合にも同様の方法

を適用することができる. 2 変

数の関数のなめらかさをモデリ

ングするにも，いろいろな事前

分布が考えられるが，図 4 で示
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元の曲面 データ

された曲面は，離散ラプラス作用素

(13 ) ム/ij= /i+1, j+ /i ,1+1-4/ij + /i-l ， j十五，j-l

を用いて， (4) の代りに，モデル

(14) ム/ij= Tj ij (領域の内部)

¥l i/ij=小パ境界上)

¥l j/ij=初( " ) 

を仮定して得たものである. ただし， 甲りは平均

0 ，未知分散 σl の正規分布に独立にしたがうも

のとする.この例では，データは格子点上に 17x

17=289点とり，メッシュは 33x 33= 1089 個用い

ている.図中，左は元の曲面，中央は誤差を含ん

だデータ，右は t二に述べた方法で、再現された曲面

である.

3. 非線形尤度毛デルと ABIC最小化法

前節の例では，尤度が(1 )のように線形モデ、ル

で表現されていた. しかし ABIC 最小化法は非

線形モデルにも適用することができる.これを具

体的に示すために，なめらかな密度関数 ρ(x) の

ノンパラメトリックな推定問題を考えよう.前節

と同様に，議論を有限次元ですませるために，有

界領域を細かし、等形メッシュ {Ij}(j= 1 ，… ， m) に

刻み，メッシュ L に落ちる標本数 nj(j= 1, …, m) 

のデータカミら

(15) pj三 jrjp(々)dx

1985 年 3 月号

図 4

再現された曲面

を推定する問題を考える・ただし pj=! と仮定

し ， mは Nτ主的より十分大きいとする.このと

き n= (nl , n2 ， … ， nm)t の尤度は

(16) P(nlp) 三113fJ
jqnj!

門

と書ける.ただし ， p= (Pl , "', pm)t とする . pj に

関するモデルを導入しないで，最尤法を( 16) に適

用すると pj の最尤推定値あ=nj/N を得るが，

これは凹凸が激しく役に立たない.そこで{PJ}の

なめらかさを確率的にモデリングする必要がある

が，このままでは， pj に対する制約条件

"‘ (17)21Pj=l ， ρj孟O

のとり扱いが容易で、はない.そこで Leonard が

導入したロジスティック密度変換

m 
ρj= PJ(f) =exp(β)信仰(点)

を用いて，条件(17)が満たされるように ， PJ を

/=(fし /2，… ， /m)t でパラメトライズする .ρ(f)

= (Pl (f), …, pm (f))t とおくと任意の 8 と 1=

( 1, 1,… , I) t に対して ρ (f+Òl) =ρ (f) となるが，

f が一意的に定まらなくても，推定したいものは

ρ であるから問題はない.

Pi のなめらかさを表現するモデルとして fに

次のような事前分布を導入することができる.

(29) 181 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.
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1 ____ ( /12+ 122¥ 
2πS2 -'.Y¥ 2  S2 / 

右辺の第 2 項は，日'を proper な事前分布とす

るために附加したもので， S2 は十分大きな値に路i

定する.このとき，ベイズモデルの尤度は

( 19) 品川)=~P(nIPU)) TI' UIσん

0.80 0.80 

0.60 

0.001 ・ J 町田 1\ A n I n IVI I n 0.00 
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0.80 
ABlCM:小角平

0.80 

0.60 0.60 

0.40 

0.001 0.00 
0.08 3.65 7.22 10.79 14.36 17.93 0.08 :l.65 7.22 10.7り 14.36 17.93 ‘図 S
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で与えられる.統計量

111 
900 
0.100000 
7013.824 

ABIC(σl， 日)=ー210g L(σl， S2) 

を定義し，これを最小にする σl=ðl を求め，こ

の条件のもとに， J の事後分布

ρ(J ln) ニ P(nlp (J)) 日 '(J lðf2 ， s2)/L(ð/, S2) 

のモード(最大値を与えるもの )1 を求める.この

fを介して p の推定値五三ρ(J) が得られる.変
数 s の値を十分大きな偵に回定すると， ABIC 

(σ/ ， S2) の最小化と f の計算過程において S2 は

まったく現われないようにすることができる.

(1 9) の計算はモンテカルロ法を用いて行なうが，

紙数の都合で割愛する.

図 5 は，慣石に含まれる無水珪酸量の22個のデ

ータに m=150 としてこの方法を適用したもので

ある. 4 つの異なる σf の推定値に対応する密度

のグラフのうち ABIC 最小化法で、選ばれたもの

は左下の密度である.

図 6 は， 1875年から 1951年のあいだに英国でお

きた重大炭鉱爆発事故の間隔の 109 偲のデータ

に， m=120 として適用して得たものである.この

場合も， ABIC 最小解は左下のものである.横軸

の単位は 100 日にとっている.

2 変数の密度関数の推定にも問機の方法が適用

できる.図 7 は， (14) の事前分布を用いて ABIC

最小化法を，三陣沖で、発生した地震源の位置 111

1闘のデータに適用したものである.メッシュは30

x30=900 個用いている.中央のものが ABIC最

小解で，左と右のものはそれぞれ平滑化不足と過

1985 年 3 月号

図 7

111 
900 
1.077944 
3147.560 

剰のケースを示している.

DATA 111 
FITPOINT 900 
ALPHA 8.000000 

3284.060 
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