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有限点集合の凸包を求める効率のよいアルゴリズム
(卒業論文)

(指導教官小島政和助教授) 東京工業大学理学部情報科学科 田村 明久
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1. はじめに

コンピュータ・グラフィックス，自動設計やパターン

認識などに応用されるものとして有限点集合の凸包を求

める問題が知られているが，本論文では有限点集合の凸

多面体のすべてのファセットを求める問題をとり扱う.

ここでファセットとは d次元凸多面体と支持超平面

の交わりで定義されるフェイスのうち次元が dー l のも

のであり，フェイスの次元はフェイスのアフィン包の次

元で定義される.また，これは数理計画法における不等

式系から端点集合を求める問題の双対な問題であり，ブ

ァセットは不等式の形で表現できる.

この問題については， 1970 年に Chand-Kapur の提

案したアルゴリズム(以後CK法と略す)があるが， CK 

法は単純な方法であるため無駄が多い.本論文では， C 

K法を基本とし点集合を辞書式順序に並べかえて 2 つの

方法によって効率化を試みる. 1 つは，端点をJI原々に固

定していくことと，内点の検出を処理中に行なうことに

より効率化をはかる.もう 1 つは，点集合を次々に 2 分

割して小問題化していくことにより効率をよくする.

2. CK ~去

CK法では， r d次元凸多面体の (d-2)次元フェイス

は，ちょうど 2 つのファセットに含まれる」と L 、う性質

を使い，初期ブアセットから不飽和な (d-2) 次元フェ

イス(これを含むファセットが l つしか求まっていない

もの)を次々にたどることによりすべてのブァセットを

求めている.入力点集合 S， 次元 d(dim S=d) に対し

CK法 CK(S, d) は次のようになる.

S={PiIPi=(ムヘ…， ρdi ) ERd, 
i*j~pi*Pj(i，j= 1, …, n)} 

CK(S,d){ 

初期ファセット f とこれに含まれる (d-2) 次元

フェイスの集合 C を求める;

E• C; F•{f} ; 

144 (64) 

while E*ゆ{

E のある (d-2) 次元フェイスとこれを含むファ

セット fから S-f の点を対象にして新しいファ

セットを求める;

プァセット f* に含まれる (d-2)次元フェイスの

集合 C を求める;

E←EムC; F←Fu {f勺;

[ム:対称差]

ファセットの更新においては， (dー 1) xd連立方程式

をいちど解き，入力点数 n に対し 2x (n-d) 回程度内

積を計算する必要があるが，以下ではおもにファセット

の更新において対象となる点数を減らすことにより効率

化をはかる.

3. 辞書式順序を導入したアルゴリズム

(LO 法と略〉

こミて、は，入力点集合Sが辞書式順序に並んでいると

する.すなわち，

S={PiIPi=(ρ1i ， … ， Pai)ERd， 

i<j~Pi ;:f， Pj(i， j=l ， … ， n)} 

ただし， dim S=d， 云:辞書式l順序

改良されたところは，以下の 2 点である.

(1) P1 から順々に端点、を固定し， 固定された端点を

含むファセットをすべて求め，以後の比較ではこの

端点を対象外とする.

(2) (I)の処理中に piがすでに求まっているどのファ

セットの端点にもならないとき pi は S の凸包の

端点にもならなし、(自明ではなL 、)ので以後の比較で

は pi を対象外とする.

S が辞書式JI原序に並んでいる利点は，

Pi ;:f， Pj~h(Pi) く h(pj)(i， j=l ， … ， n) となるような

線形関数 h(x)が存在することである.この性質は(2)や

次のアルゴリズムに利用されている.

CK法では内点は処理が終わるまでわからない.特に
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入力点数に対し端点数が少ないときに (2) は有効であ

る.

4. 点集合の分割を利用したアルゴリ

ズム (SD 法と略〉

ここでも，入力点集合Sが辞書式順序に並んでいると

する.ここでは，点集合を 2 分割して小問題化すること

により効率化をはかる.以下に SD法を簡単に示す.

(1) S を S， ={P九… ， P拙}， S2={P隅+1， ..., pn} に分

割する . m=~nj2.J 

(2) S の凸包のファセットで， S， の点、も S2 の点も端

点としてもつものをすべて求める.

(3) S の凸包のファセットで， S， の点のみを端点とし

てもつものをすべて求める.

(4) S の凸包のファセットで， S2 の点のみを端点とし

てもつものをすべて求める.

ただし， (3) , (4) は再帰的に実行する.

SD法では， (2)の処理が速さを決定する.すなわち，

(2)で求めるファセットの数が少ないほど効率がよいが，

どのような点集合の分割が理想的なファセットの分割を

与えるかわからない.それゆえ， SD法は速さのばらつ

きがあることが予想できる.また点集合が辞書式順序に

並んでいることは，ファセットの集合をそれぞれ (2) ，

(3) , (4) で求めるものに分割できることを保証する.

5. 実験結果

図は， CK法， LO法， SD法の効率を比較するため

4 次元超球面上にランダムに発生させたデータの数に対

する l ブアセット当りの平均CPU時間を示す.

(VAXllj780, Unix, C 言語による)

他の実験結果からも計算量のオーダーは同じだが LO

法， SD法ともに点数がある程度以上になると， CK法

より速いことがわかる. LO法の特徴は，データに対す

るぱらつきがCK法と同様に小さいことがあげられる.

それに対し， SD法はデータに対する l ファセット当り

の平均内積回数のばらつきが大きい欠点はあるが，不飽

和な (d-2) 次元フェイスの集合の更新時のフェイスと

フェイスの比較回数はCK法， LO法に比べて少ない.

6. さいごに

実際の応用においては，フェイス束を必要とするとき

もあるが，このような場合にも (d-3) 次元以下のフェ

イスは組合せ的に求めることができる.入力データによ

っては， LO法が SD法より速い場合がある.端点の選

び方を工夫することにより SD法に LO法の改良と同様

のことを導入することも可能と思われる.
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