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4. 点過程の再生過程による近似

QNの各ノードへの到着過程は，一般には再生過程で

はない.あるノードからの客の退去過程についてさえ

も，退去時間間隔は系列相関をもっている.まして，複

数のノードからの退去過程が分岐され，重ね合わされた

確率過程が，再生過程であり得るはずがないことは明ら

かである.このように複雑な確率構造をもっ非再生過程

を，最初のいくつかのモーメントを合わせると L 、う意味

で，適当な再生過程で近似することを考える.

4. 1 点過程の表現

R+=[O， ∞)上の点過程(point process) として，各ノ

ードへの到着過程を考察する.この点過程は，その総数

が無限個の到着時点を表わす点を含んでいるが， R+ 内

の有界な区間内では，その点の数は有限であると仮定す

る.

Sη (n~l)で第 n 番目の点の位置(R+ 内の座標)を表わ

すことにしよう . n=O に対しては ， So=O とおく.第(n

-1)番目と第 n 番目の点、の間隔を Xn=Sη -Sn_l(n~l)

で表わす.また ， {N(t) , t~O} で，区間 [0， tJ 内の点の

数を記録する計数過程 (counting process) を表わすこ

とにする . {Sn} を用いて定義すると，

N(t)=max {nミOISn:::;t}， t 二三 o (4.1) 

となる.すべての n と t に対して 2 つの事象 {Sn:::;t}

と {N(t)~n} は等価であるから ， {N(t)} が与えられた

とき ， {Sn} と {Xn} は次のように構成することができ

る.

So=O 

Sn=min{t注OIN(t) ミ n }， n~1 
(4.2) 

Xn=Sη -Sn-l (4.3) 

以上より，確率過程 {Sn}， {Xn}, {N(t)} は，同一の

点過程の 3 つの異なった表現になっていることがわか

る.
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近似の対象となる点過程に対して，通常その定常性

(stationarity) を仮定する.しかし，計数過程 {N(t)}

と区間系列 {Xn} について，それぞれ異なった定常性の

概念がある.計数過程 {N(t)} が定常であるとは， k 個

の増分の組

[N(t,+h) -N(s,+h) ,…, N(tk+h) -N(Sk+h)J 

の同時分布が，すべての自然数h とすべての (s" … ， Sk) お

よび (t" … ， tk) (O:::;Si<ti , i=l ， … ， k)の組に対して，

h(>O) にはよらないことをいう.一方，区間系列 {Xn}

が定常であるとは ， k 個の組

[Xηl+h ， Xnがh， … ， Xnk+hJ

の同時分布が，すべての自然数 h とすべての非負整数の

組 (n" … ， nk) に対して，自然数 h によらないことをい

う.

計数過程 {N(t)} とそれに関連して (4.3) を用いて得

られる区間系列は，必ずしも同時には定常となり得ない

が， Palm 演u度にもとづくある弱L、条件下では，この 2

つの定常性の対応関係を示すことができる.

混同を避けるために ， {Ns(t)} で定常な計数過程を表

わし， (4.2) , (4.3)で構成される区間系列を{九}で表

わすことにしよう.これに対して，定常区間系列 {Xn}

に対応する計数過程を {N(t)} で表わし， Palm 過程と

呼ぶことにする . {N(t)} は，原点 t=O において点が生

じたと L 、う条件のもとでの {N.(t)} とみなせることが知

られている [IIJ. この対応を保証する十分条件として，

{N.(t)} に対し ， ENs(t)<∞，あるいは limN.(t)/t<

∞の内いずれかが満たされていることを仮定する.

この 1 対 1 対応関係は，次のように表現することもで

きる [6， p.40J. 1jfk(t) 三 P{N.(t)=k}， 仇 (t) 三P{N(t)

=k}(k二三 0) とおくと ， tミO に対し，

1jfo (t )=1 ーえか(u)du

れ(t)=.<~: {([)k-l(U) ーφk(u)}du ， 位 l
(4.4) 

ここで，え=ENs (1) であり，計数過程の強度(intensity)

と呼ばれる. (4.4) を {φk(t)} に関して逆に解くと，
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1[10 (t) =-十肌， (t) 

恥(t)=φk-1 (t) --l- lFk'(t) ， 位 1
(4.5) 

を得る. X1> Y1 の分布関数をそれぞれ F， G で表わす

と， (4.2) , (4.3) より ， F(t )=1 ーφ。 (t) ， G(t)=I- lFo (t)

の関係式が成り立つから， (4.4) , (4.5) を用いて，

G(t) =À~;φo(u)du=À~; {1-F(u) }du (4.6) 

F(t)=I++町(t)=I-十G'(t) (4.7) 

が導かれる.

4.2 定常区間法と漸近法

ある定常計数過程 {N.(t)} で表現される点過程を，再

生過程で近似することを考える.この再生過程の再生時

間間隔の系列は {Xn } の近似であり，また，その計数過

程は， Palm 過程 {N(t)} の近似になっている.さらに，

この再生過程の平衡再生過程 (equlibrium renewal 

process) は ， {N.(t)} の近似になっている [12 ， p.44J. 

この節では，点過程を近似する再生過程の再生時間間隔

の最初のいくつかのモーメントを導く基本的な 2 つの方

法について述べる.

再生過程の区閥系列を {Rn} で表わすことにする.こ

のとき， I: Rk と Sn= I: Xk の m 次までのモーメントを

一致させる方法が，ここで提案する近似法である.この

一致をみるためには，モーメントそのものを扱うより

も，半不変係数(semi-invariant，または cumulant)

を用いたほうが便利である.ここで，ある確率変数Zの

j 次半不変係数ん三ん(Z)は ， logEetZ の Taylor 展開

logEdZzbF)と
j=O J' 

の係数として定義され， j=I ， 2 ， 3 に対しては，

ん(Z)=EZ， ん(Z)=Var(Z) ， 3゚(Z)=E(Z-EZ)3 

という関係がある.より高次の半不変係数についても，

モーメントとの闘の対応関係が知られている臼， p.65J. 

半不変係数を用いる利点は，独立で、同ーの分布にしたが

う確率変数列 {Zn} に対しては，すべての j と n につL 、

て，

ん(主ι)=nßj(Z1)

という性質をもっている点にある.この性質を用いると，

{Rn} の m 次までの半不変係数を，

ん(R1 ) 竺 JJPj(仇)，円 ，...， m (4.8) 

によって近似することができる.この近似法は，区間{回

数 n をパラメータとして含み，特に n=1 を用いると

き，定常区間法(stationary-interval method) , n=∞ 

432 (42) 

を用いるとき，漸近法 (asymptotic method) と呼ばれ

る.すなわち ， j=l ， … ， m に対し，

定常区間法:ん(Rtl=ん (X1 ) (4.9) 

漸近法: ん(R1)=lim~ßμη(4.10)
n→∞ n 

独立で‘ない確率変数列 {Xn} に対しても，その和の期

待値は各々の期待値の和に等しいことから，同一分布で

あることさえ仮定すれば， j=1 については，すべての n

に対し ， ßdSn)=nßdX1) が成り立つ. したがって，

(4.8) よりすべての n に対し，ん(R1 )=ん(X1 ) が成り立

てコ.

j;と 2 に対しては， 半不変係数ん (Sη) は確率変数列

{Xn} の聞の相関に影響される.たとえば，分散ん(Sn)

は共分散を含み，

2゚(Sn) =宮 (n-k)Cov(X1> X1+k)
k=O 

(4.11) 

と表わされる.このことより，漸近法は {Xn} の聞のあ

らゆる相関を含んでいるが，定常区間法は X1 の性質の

みを用いて他の区間との相関をまったく無視しているこ

とがわかる.

漸近法については，点過程の表現として {Sn} の代わ

りに計数過程 {N(t)} を用いることもできる.まず，

Oj=lim÷Pj(N(t)) , j=l,,m(412) 

とおき ， {8j } は有限の値をとると仮定する . {N(t)} が

再生過程であれば ， {8j} は {Rn} のモーメントの関数と

して表わすことができる [13J. {Rn} の分布関数を H，

その j 次モーメントをμ{=-的 (H) で表わすことにする.

分布 H に対し， μm+1<∞およびある k についてたたみ

込み Hk* が絶対連続な部分をもつことを仮定する. こ

のとき ， 8j は {μh …， μj} の関数となり ， j=I ， 2 に対し

ては，

。1=μ1-1， 82 =μ1-3 (μ2一μ12) (4.13) 

と表わせる (j=3 ， 4 に対する表現は， [14 , p. 133J参照).

逆に{8h 82 } が与えられたとき， {μh !l2} を得るには，

μ1 =81- 1 ， μ2=μ1382+μ12 (4.14) 

を用いればよいことがわかる. (4.13) , (4.14)は再生過

程に対しては厳密に成立するが，一般の点過程に対して

は近似でしかないことに注意しよう.

4. 3 分布のあてはめ
定常区間法あるいは漸近法によって得られた {Rn} の

近似モーメントに，適当な分布をあてはめることを考え

る.モーメントそのものも応用上十分な情報をもってい

るが，次節で扱う重ね合わせ点過程の近似においては，

定常区間法を用いるさいに，陽な分布形が必要となる.

また 6 章において，待ち時間の分布を近似するさいに
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も必要である.

一般の点過程に対しては， (4.8) は近似にすぎないの

で，得られたm個の半不変係数をもっ非負確率変数の分

布が常に存在するとは限らない.しかしながら， (4.8) 

は，平均と分散については nによらず常に正の値を与え

るため ， m=2 の範囲では何ら問題は生じない.この節

では， QNA への応用を考慮して，平均と変動係数のみ

を用いる分布のあてはめに議論を限定する.

あてはめの対象である分布 Hの密度関数を h で，また

その変動係数を c=c(H}= イム示子2-1 で表わすことに

しよう.

c=1 となる分布 H としては，指数分布

h(.x} =re-rx, .xミ 0 ， r>O (4.15) 

をあてはめることにする j 次モーメントは， μj=j!IrJ

で与えられる.このあてはめは，待ち行列理論の中で指

数分布が占める重要でかつ標準的な役割を考えると，き

わめて自然なものといえる.

c手 iのときにも，この指数分布に何らかの変換をほど

こした分布が有用である . O~c<1 と c2'; 1 の 2 つの場合

に分けて考察してみよう.

High Variability (c2'; 1) 

c 2'; 1 のときには ， H として，指数分布の 1 次結合をあ

てはめる n 個の平均の異なる指数分布を l 次結合し

た分布を n 次の超指数分布 (hyper-exponential 

distribution) と呼び，記号 Hη で表わす.その密度関

数は，

h( .x)=~Pir〆-rtX ， .x 2'; 0 (4.16) 

j 次モーメントは， μJ=j(Ef4ゲで与えられる.ここ

で， r; >0 , Pi三O(i=l ， vn) ， zft=1.c(Hn) 注 1 とな

ることは容易に示すことができる [7 ， p. 142]. 明らかに，

Hn を決定するパラメータには (2nー 1) 個の自由度があ

るから， 最低次数 n=2 の場合でもその自由度は 3 とな

り，平均と変動係数だけで決定することはできない.

H2 のパラメータの自由度を 1 つ下げる条件として，ここ

で‘は，均衡平均 (balanced means): ム/rl=P2/r2 を仮

定する.このとき，平均的，変動係数 c をもっ H2 のパ

ラメータ 11 ，

ムベ (aJ吐!)， r; =2Pt , i=I , 2 (4.17) 
4 ¥y  c2+ JIμ1 

で与えられ，この分布を記号H2b で表わす.

Low Variability (0ζc< l) 

0<三 c<1 のときには ， H として，指数確率変数とある

非負定数 d との和の分布を用いることにする. この

分布は，ずらし指数分布 (shifted exponential 

distribution) と呼ばれ，記号 Md で表わされる.その
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密度関数は，

h( .x )=re-r(Xーの .x 二三 d ， r>O (4.18) 

変動係数は ， c(Md) = (1 +rd)-l~ 1 で与えられる . Md 

を決定するパラメータは T と d の 2 つだけであるから，

μt， c によって一意に決定され，

r=(cμd- 1 ， d=(I-c)μ(4.19) 

となる.

4.4 重ね合わせ

n 個の独立な点過程を重ね合わせた点過程を，再生過

程で近似することを考える . {Nt(t)} (i=l , "'， n) で重

ね合わされる n 個の計数過程を表わすと，

" N(t)=~ Nt(t) , tミ o (4.20) 

によって重ね合わせ計数過程 {N(t)} が定義される.要

素となる過程 {Nt(t)} は必ずしも再生過程である必要は

ないが， 4.2節の方法により，再生過程による近似は常に

可能であるから，以後すべての {Ni(t)} は再生過程であ

ると仮定する.

一般に，要素過程が再生過程であっても ， {N(t)}は再

生過程にはならない.唯一の例外は，すべての要素過程

がポアソン過程の場合で，このとき {N(t)} もまたポア

ソン過程になる [3]. また，全体の強度を固定して要素過

程の数を増し，同時に各要素過程の強度を弱めてゆくと

{N(t)} がポアソン過程に収束することが知られている

[3J. この事実は ， n が大きい場合には ， {N(t)} をポア

ソン過程で近似できることを意味しているが， Albin[IJ 

による数値実験では，このポアソン近似は，要素過程の

性質にも依存するが， n= !OOO 程度にならないと有効と

はいえないことが判明している .QN 内での各ノート‘か

らの退去過程の重ね合わせの数は，通常高々 10のオーダ

ーであるからポアソン近似はこの場合適当とはいえな

い.以上より ， nの値が比較的小さい場合に対する {N(t)}

の近似が必要であることがわかる.

定常区間法

n 個の独立な定常計数過程 {Nsi (t )}(i=l ， … ， n) を考

える . {N.i (t)} に対応する Palm 過程の定常区間系列

{X印}の分布関数を Ft. その j 次モーメントを μりで表

わす.

近似の対象となる定常重ね合わせ過程 {Ns(t)} は，

n 
Ns(t}=~N8;(t} ， tミ o (4.21) 

で定義される . {N.(t)} に対応する Palm 過程 {N(t)}

の定常区間系列 {Xn } の分布関数 F と，その j 次モーメ

ント μj=μj(F) を計算する.主ず ， {Ns(t)} と {N(t)}

は同一の強度をもつことから， (4.21) より，

μ1-1 三A=EAz (4.22) 
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が直ちに得られる. 1;こだし，ん=内l-l(i=l ， … ， n}.

4.1節と同様に ， {N糾(t)}， {Ns(t)} の区間系列を

それぞれ {Yin } ， {Yn} で表わし，またそれらの分布

関数を， Gi ， Gで表わすことにする(i=I ，… ， n). こ

のとき， (4.6) より，

I-Gi (t }=P{Yi1>中ん~7{I-Fi(u)}du

を得る . Y1 =minYü の関係と要素過程聞の独立性
ヵ、ら，

I-G(t} =P{Y1>t} 
n 

=日P{Yi1>t}

=ipj:{1-Ft(u)}du 

が成り立つ.したがって，

飽 r~

G(t}= 1 一日ん~t {l-Fi(u}}du 

(4. 7), (4.23) より，

・ n ω

(4.23) 

l-F(t}=~L: ん{l-F.(t}} 日ゐ\ {1-Fk(U)}du, 
A i=1 k手i J' 

t注 o (4.24) 

を得る， j 次モーメント μ:j(F} は， j~と 2 に対し，

μj= ~~ jti-l{ 1 ー F(t }}dt

r~ n ∞ 

=王j(jー1) ~o (仕~[I/i~t {I-Fi(u}}du)dt 

(4.25) 

で与えられる.

分布 Fの変動係数を計算するためには，仰に対する

(4.25) の (n+l)重積分を，解析的あるいは数値的に評価

する必要があるが，これは容易ではない. Kuehn[8Jは，

要素過程の分布 Fi をその変動係数に応じて Md または

H2b で置き換え，同時には 2 個ずつの重ね合わせをくり

かえすことで，積分を含まない μz の近似法を提案して

いる. Whitt[14J は， Kuehn の方法を少し修正して，

n 個の要素過程を 2 個ずつ対にし， ツリー状に重ね合わ

せてゆく方法を提案している.いずれの方法も，変動係

数に応じた対の構成法に関する考察が欠落しているた

め，さらに研究が必要である.

Kuehn や Whitt らの近似法を考慮して，定常区間

法による 2 つの独立な再生過程の重ね合わせ点過程を再

生過程で近似する手順をまとめておこう.

[ステップ 1 J Fdi=I ， 2} の平均と変動係数を求める.

[ステップ 2 J (4. 22)を用いて ， Fの平均を計算する.

(a) Kuehn の近似法

JIOO-

(扮 Whitt の近似法

図 4. 1 重ね合わせ;定常区間法における近似

漸近法

(4.20)で示されるように，点過程の重ね合わせば独立

な計数過程の和として表わされるから ， {Xn } や {Sn}

よりも計数過程を点過程の表現として用いたほうが扱い

やすい. (4.20)の両辺の j 次半不変係数をとると，

ん(N(t})=芝ん(Ni(t}) ， t;:::O (4.26) 

となり， (4.14) と同様に，各要素過程の漸近的性質から

分布 Fのモーメントを得ることができる.

要素過程 {Ni(t)} に対し，

Ji計戸川;(t) )=(J仙 i=I ,"', n, j=I ,"', m 

と定義し，すべての i， j について (Jij<∞と仮定する.

このとき， (4.26) より ， j=l ， … ， m に対し，

n 
!!?÷ん(N(t}) 言。JtEOtj(4.27)

を得る. (4.14)を用いると，分布 Fi の変動係数は，

。(F;)=μil-2 (仰2-/Jﾜ2} = (Ji2/(Ji1 

と表わせる. (4.27) より，分布Fの平均と変動係数は，

μ14=』=Eft (4.28) 

判F}へき会c2 ( 民) (4.29) 

[ステップ 3 J C(Fi) に応じてれを Aがまたは H2b で と求められる.さらに高次のそーメントについても，向

近似し， (4.25) を用いて ， c(F} を計算する. 様に導くことができる.

Eステップ 4J もし必要ならば， Fの近似分布としてMd 漸近法による n個の独立な再生過程の重ね合わせ点過

または H2b をあてはめる. 程を再生過程で近似する手順をまとめておこう.
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表 4.1 2 つの再生過程の重ね合わせに対するが(F)

の近似(上段:定常区間法，下段:漸近法)

xl  033 0.67 1.00 1 2.00 110.00 

0.56 0661074l 088 
0.50 0.67 I 1.17 I 5.17 

0.70 0821097l120 
0.67 0.83 I 1. 33 I 5.33 

1001118i151 
1. 00 I 1. 50 I 5. 50 

11501224 
2.00 I 6.00 

10.00 

[ステップ 1 J Fdi=l ， …， n) の m 次までのモーメント

を求める(ここではm=2としている).

[ステップ 2 J (4.13)を用いて ， {8ij } を計算する.

[ステップ 3J (4.27)を用いて ， {8j } を計算する.

[ステップ 4 J (4.14)を用いて， {的}を計算する.

[ステップ 5J もし必要ならば， Fの近似分布としてMà

または H2b をあてはめる.

表 4.1は 2 つの独立な再生過程の重ね合わせに関し

て，定常区間法と漸近法による変動係数の近似を比較し

たものである [17J. ただし，表中では，変動係数の 2 乗

の値が示されており，要素過程の強度は，ん=ん=0.5に

固定してある. 2 つの近似解は ， c2(Fil=l(i=I ， 2) のと

きには，ポアソン過程の重ね合わせに相当するので，両

者は確かに一致している.しかし，他の組み合わせ，特

に，少なくとも一方が大きな変動係数をもっ場合には，

かなり異なった結果を与えることがわかる.このことは

要素過程での変動が大きい場合には，広範囲で正確で，

かつ簡単な再生過程近似を得ることが容易ではないこと

を示している.

5. 内部到着過程

QN の各ノードへの到着過程は，外部から到着した客

と他のノート'から退去した客が，分岐され重ね合わされ

て，複雑な構造の点過程を形成している.この章では，

前章の再生過程近似に関する結果を利用して，内部到着

を表わす点過程の区間系列の平均と変動係数を与える方

程式を導く.

5.1 トラヒ .1 ク率方程式

ノード i(i=l ， … ， n) への客の総到着率を九ノード z

からの退去率をふで表わすと，一般的に ， /h=んn の関

係がある.ここで ， ri は 2.1 節で標準入力のオプション

として示された客の生成・結合に関する乗数である.

1984 年 7 月号

{ん}を導く方程式は， Jackson 型QN等のマルコプモデ

ルと同様に，そのノードでの到着と退去の率の平衡を示

す関係式に他ならない.すなわち，

n 
).j=).Oj十五んriqij， j=l ， … ， n 引)

で与えられる. (5.1) はトラヒック率方程式(traffic 

rate equations) と呼ばれ，行列表記を用いると，

A=Ao(!-rQ)-l (5.2) 

の形に書き直すことができる.ここで ， A=(ん"'， ).η) ，

Ao=( え01>… ， ).on ), ! = (Oij) (単位行列)， r=(nj) (rtt= 

n ， rij=O(i手j)). 行列U rQ のスベクトル半径 (spectral

radius) をゆ(rQ) で表わすと， (5.1) の解が一意に存

在するための必要十分条件は， sp(rQ) <1 となる.この

条件は，客の生成または結合が起こる場合には，特にチ

ェックの必要がある.

(5. 1)の解 Ptl を用いて，各ノードでのトラヒック密

度，または利用率 (utilization)

Pi=え(t:t/mi' i=l ,…,n (5.3) 

が求められる .Pi<1 であるノードは安定(stable)である

とし、L 、，逆に ， Pi:?1 となるノードは不安定 (unstable)

であるという. QN 内に 1 つでも不安定なノードがある

ときには， QNA はエラー・メッセージとトラヒック密

度の値を出力して停止する.

ノード z における呼量 (offered load) は，

日i= À. ïl" i ， i= 1, "', n (5.4) 

で定義され，平均稼動窓口数に一致する . ai と Pi は，

単一窓口ノードに対しては明らかに一致し，的のほうが

窓口数が多くなるにつれて，その意味が明確な分だけpー

よりも有用になってくる.

ノードに関するこれらの諸量を計算した後， QNA は，

QN の技に関する次の特性量を計算し出力する.

).ij=えinqij: ノード i からノードj への内部到着率

Pij=んj/ん:ノードj への到着客の内， ノード i か

らの客の割合

POj=ﾀOj/).j :ノード j における外部到着客の割合

di=んri (1-L: qij): ノード i から QN 外部への退
j=l 去率

do=L:di: QN 外部への総退去率

5.2 トラヒ .1 ク蛮動方程式

ノード(i=I ，… ， n) への客の到着時間間隔の変動係

数を Cai で表わすことにする. このとき ， {cα什は，連

立 1 次方程式
n 

CU32=aj+Zfu2btj， j=l，・ ， 11 (5.5) 

の解として与えられる. (5.5) はトラヒック変動方程式
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表 5.1 1:. Glt!M/1待ち行列に対する近似の平均相対

誤差(%)

ρ 定常区間法漸近法 n 定常区間法漸近法

0.3 。 19 2 -18 12 

0.5 -5 36 4 -20 22 

O. 7 -19 38 8 -19 31 

0.8 -28 28 16 -16 42 

0.9 -39 13 

(traffic variability equations) と呼ばれ，定数 aj ，

bij I土，
n 

aj= 1+町[Po向2ー 1+Zftパ (I-qij)

+(1一切り ) TiQijPi2X;} J (5.6) 

表 5.2 ハイブリッド法における重み関数

変数 重み関数最適パラメータ 平均相対誤差(%)

a a=0.4 12 

ν aν1 a=1.5 11 

ν (1 +aν)-1 a=0.2 10 

a=1.1 
ν (a+bν)-1 

b=0.3 
10 

a=6.0 
p ， ν {1 +a (1 -p)句}ー1

b=2.2 3 

a=0.9 
p， ν apb. 

b=0.4 5 

bij=日jPijQij Ti {wり+(1一切り)(I-Pt2)} (5.7) 表 4.1 でも示されたように，定常区間法と漸近法は，

と表わされる.ここで， Xi ， Wij は，ノートiからの退去 要素過程の構成によっては非常に大きな差異を生じる.

に，また，叩J はノードj における重ね合わせに関係し Albin [2J は，これら 2 つの近似と真の値との関係を調

たパラメータで， これまでに求められた Pi ， Ptj 等のデ べるために，重ね合わせ到着過程をもっ全部で・ 180 通り

ータのみを用いて表わすことができる. QNA の第 1 版 の1:. Gl;/M/I 待ち行列に対して，シミュレーションを

では，

Xi= 1 +mt-O.5{max(csi2, 0.2) ー I}

wり =0

叩'j= {1 +4 (1 _pj)2( νJ 一 1)} -1 

が用いられている.ここで，

り=(APtJ2)-1

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

((5.10) , (5. 11) と (2.8) ， (2.9) との対応に注意しよう).

以下の小節では，方程式 (5.5) の導出子JI慎を，内部到

着過程を形成する重ね合わせ，分岐，退去の 3 つの要因

に分けて述べる.

5.2.1 重ね合わせ

表記法の混乱を避けるために，まず， 4.4 節の結果を

QNA での記号を用いてまとめておこう. 定常区間法お

よび漸近法によるノード j (j=I ,"', n) への内部到着過

程の変動係数の近似を，それぞれ， cS1 (j) およびら(j)

で表わすことにする.定常区間法については， (4.22) , 

(4.25) より，

CSI2(j) =吋;cEfzJj:{l Fり (u)}duJ dtー 1
(5.12) 

と求められる.ただし ， Fij(i=O ， … ， n ，j=l ， … ， n) は，

ノード i (または外部)から退去した客のノード J への到

着時間間隔分布を表わす.また，漸近法については，

(4.28) ， (4.29) より，

n A ", ~ n 
CA

2(j) =~^~"':'-CiJ"=Z;^PijCiJ' (5.13) 
1, "'""U^ J t--υ 

となる.ただし ， cij=c(Fij). 

436 (46) 

行なった.彼女は，シミュレーションによって得られた

平均系内客数を ， cS1 ， cA に 4.3節の方法であてはめた分

布を到着分布とする Gl/M/l 待ち行列の平均系内客数

と比較することで，定常区間法と漸近法のもつ誤差の平

均的特徴を明らかにした.表ラ.1 は，これら 2 つの近似

の平均梧対誤差と p ， n との関係を示したものである.表

中で，定常区間法については， (5.12) を直接計算せずに

Whitt の近似法 (4.4節)を用いている.

この表より定常区間法と漸近法は，誤差の符号に関し

ては互いに逆の傾向をもち，各々単体として用いるより

は何らかの方法で組み合わせて用いるほうが，より精度

の高い近似が期待できることがわかる. Albin [2Jは，

このような組合せ法として ， CSI2 と cJ の 1 次結合

CH2 =即cA 2 +(1 一切)csI" (5.14) 

を提案し， これをハイブリッド法 (hybrid method) 

と呼んでいる. ここで， wlì重み関数 (weighting

function) と呼ばれ， トラヒック密度 p と“実効"要素

過程数 ν の関数になっている. ノード j における実効要

素過程数 η は (5.11 )で定義され，特にすべての要素過

程の強度が等しいときには， νj=n となる.

定常区間法と漸近法の性質から，叩三叩(p ， ν)は次の 4

つの条件を満たす必要がある.

10
• O :O; w(p ， ν) 三三 1

20
• P→l のとき，叩(p ， ν)→1

30
• P→O のとき，叩(p ， ν)→0

4 0
• ν→∞のとき， τu(p ，lJ)→o

ここで‘2 0は，重負荷のときには漸近法が正確になり ， 30 
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は，軽負荷のときに定常区間法が正確になることから課

せられる.また . 40は，要素過程の数が大きいときに

は，定常区間法は正しくポアソン過程に収束するが，漸

近法はそのような性質をもたないことによっている.さ

らに . Franken [4J の極限定理から， ν が大きいときに

は，叩(P. ν) は， 1)-1 のオーダーで減少することも知られ

ている.

分岐点過程の区間系列分布の LS 変換をめ(s) とすると

(3.2) と同様にして，

Pjt�(s) 
め(s) =一一一←一一 . j=l. …,k 

1 ー (1 -Pj)φ(s)

が容易に導かれる.め(s) を s に関して微分することによ

り，分岐点過程の変動係数 Cj が，

表 5.2は，これらの条件を満たす却の候補関数と，シ

CJ"=ρjCd2+1-Pj ， j=l ,…,k 

と求められる.

ミュレーションとの比較による各々のパラメータの最適 5.2.3 退去

値を示したものである.平均相対誤差は 180 通りの 定常区間法

(5.18) 

"E. Gli川1/1 待ち行列について，相対誤差を算術平均して 定常区間法によって複数窓口ノードの退去過程を解析

求めている [2]. この表から，重み関数 することは容易ではない.しかし，単一窓口のノードに対

叩={1 +6 (1 ーρ)2.2ν}-1 (5.15) しては， GI/G/1 待ち行列の退去過程に関する Marshall

を用いれば，かなり精度が改良されることがわかる ([2J [9J の結果から，退去過程の変動係数を，

では， "E. GI;/G/1 についても数値検証を行なって， (5.15) cd2 =cα2 十 2p2cS2ー 2p(l-p)EW/ro (5.19) 

の有効性を確かめているふ と表わすことができる.ここで.EW は . GI/G/1 待ち

しかし ， C SI2 は Cij2 に関して非線形であるため扱いに 行列の平均待ち時間を表わしている. (5.19) より，ノー

くく，このため CH2 もまた同じ性質をもっている.そこ ドでの轄稜状態が変動係数 Cd に強い影響をおよぼすこ

で. Albin は，この点を改良するために ， cS1 を指数分 とがわかる . Whitt [15 , 16Jは，ある不等式による EW

布の変動係数である 1 で置き換えることを提案してい の評価から，

る.すなわち，

CH2=甜'cA2 +(1 一切) (5.16) 

(Ca2+cs2)rop EW:::: 
2(1-p) 

このとき，重み関数切についても， が，簡単ではあるが，十分に良い近似を与えることを示

w= {1 +2.1(1-p)1 ・8ν}-1 (5.17) した (6.1節参照).この近似式を用いると ， cd2 が，

に置き換える必要がある . (5.16) は ， Cij2 に関して線形で Cd2 =p2CS2十 (l-p2)ca2 (5.20) 

扱いやすく，また，平均相対誤差についても ， "E.GI;/M/1 という ， Ca2 ， cs 2 に関して線形な形で与えられる.ここで

待ち行列については 1%で. (5.15) の 3%とほとんど変 は. (5.20)にもとづいて，複数窓口ノードの退去過程の

わらないことが確かめられている. 変動係数を，次の式によって近似する.

QNA では， (5.17)で与えられる重み関数が，叩(p ， l) cd2 =1+(I-p2)(ca2ー 1)+ p2m-O•5 (cs2ー 1)

=1:を満たさないこと，さらには，重負荷における "E. GI;/ (5.21) 

G/m に関する Newell[10J. Whitt [20J らの新たな研 明らかに， m=1 のとき (5.21 )は (5.20) にー致し，

究成果を考慮して， ノード j における重み関数回j を (5.20) の 1 つの拡張になっている. また • M/M/m 

(5.10)の形に修正して用いている. あるいはM/G/∞待ち行列に対しては. (5.21) は Cé=

注意 5.1 クラス・ノレート入力から標準入力への仕様変 l を与えるが，この結果は，これらの待ち行列の退去過

換 (2. 7) -(2.9) も.ハイブリッド法を用いて導かれたも 程がポアソン過程になるとし、う事実と一致している.し

のである. かしながら，数値実験との比較から，サービス時間がー

5.2.2 分岐 定分布にしたがう (CS2=0) ときには. (5.21) は Cd2 を過

再生過程をある確率分布にしたがって分岐したとき， 小評価する傾向があることが示されている.このため，

個々の分岐された校の上て、の点過程もまた再生過程とな QNA の第 l 版では. (5.21) の代わりに，

る.それゆえ， QN 内の各ノードからの退去過程を再生 Cd2= 1 + (l-p2) (Ca2ー 1) +p2m-D.5 {max(cs', O. 2) -1} 

過程とみなす近似の下では，マルコフ的経路選択によっ (5.22) 

て分岐された後続のノードへの到着過程もまた再生過程 を用いている.いずれにしても，複数窓口ノードの退去

となる. 過程に関しては，まだ研究の余地がかなり残されている

簡単のため，変動係数 Cd をもっ退去過程が，確率わ [19J. 

(j =I. … .k) で ， k 個の点過程に分岐される場合を考えよ 漸近法

う.退去時間間隔の分布の LS 変換を似 s )，第1 番目の 次に，退去過程の漸近的な性質から，その変動係数Cd
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を導いてみよう.

時間区間[O， tJ内のあるノードへの総到着客数をA(t) ，

そのノードからの総退去客数を D(t) で表わすことにす

る.また，時刻 t におけるそのノードでの客数を Q(t)

で表わすことにする. このとき，これらの過程の問に

l土，

D (t )=A(t)-Q(t)+Q(O) , t:?:O (5.23) 

の関係がある. Whitt [21J は，関係式 (5.23) より，

!!史JPj(D(t))=!bjpj(A(t)) ， j注 1 (弘 24)

が，次の条件を仮定することにより導かれることを示し

た.

supE[{Q(t) -Q(O)}kJ <∞ k:?:1 (5.25) 

(5.24)は，漸近法による退去過程の近似が，到着過程

のそれと等価であることを示している.したがって，変

動係数については ， cd=らが成り立つ.

ハイブリ'"ド法

5.2.1 節における重ね合わせのときと同様に， 定常区

間法と漸近法による退去過程の近似を組み合わせること

QNA の第 1 版では (5.9)を用いている.

注意 5.2 ノード i での-if"-ピス終了後，客の生成また

は結合が行なわれる場合には， QNA では，漸近法によ

り退去過程の変動係数の 2乗の値を TiCdi2 に変換してい

る.この変換は，分岐による変換の前に行なわなければ

ならない.

5.2.4 (5.5)-(5.7)の導出

5.2.1-5.2.3節の結果を総合すると，内部到着過程の

変動係数は，次の式によって与えられる.

c
 

・

4
d

ゐ
r

与
品

,J 叩+
 

d
J
 

W
 

一
一

・

4
dg

 
c
 

=1-Wj十四仇ザ+Sftj 〔叫j附f，cai2

+1-qij) + (I-Wij)[qijrd( l-p♂ )cα♂ +Pi'Xt! 

+1-qijJJJ (5.28) 

(5.28)を整理すると， トラヒック変動方程式(5.5) と，

その係数(5.6) ， (5. 7)を得る.
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[自{詔 ラ.~セル L. エイコフ著川瀬武志/辻新穴共訳

問題解決のアート
建島社 1983年 274頁 3200円

企業がかかえる問題に十分満足できる答を与えるの 説明し，ついでそれから得られる教訓を示す，という

は，容易なことではない.問題解決にいたるまでの過 形式で著者独自の思想にもとづいた「アート j の意味

程は，悩みと苦しみの連続である.けれども問題解決 づけを与えている.第 2 部は，全米の科学・技術情報

の過程に美と楽しみをとりもどしたい，少なくともそ システム，都市交通，多次元組織構造，宣伝の効果な

ういう考えで問題にとりくんでゆきたい，と L 寸姿勢 どの事例について，問題の提起と解決が得られるまで

を強調するためにまとめられたのが本書である.より の柔軟な発想による問題への対応過程が述べてある.

充実した答を得ょうと私たちをふるいたたせるもの， 第 1 部は問題解決のとりくみ方の理論編で，第 2 部

そして私たちを感動させるような答に出合うと，それ ，1現実問題への適用の実例を紹介する，とし、う構成と

は美しいものと考えるのは問題解決の「アート j の役 なっており，手法中心の解説書ではない.この点が本

目なのだ，ということをさまざまな実例によって展開 書の特長で，序文にみられるように，長年にわたって

している羽題解決にとりくんだ著者の豊富な経験が語られてお

本書は 2 1il1 より構成されている.第 l 部は問題解決 り，実務家には大へん参考になる.

の基本的な考え方について 目標(望ましい結果)，制 ただ，評者には読みづらい部分もあったが，全体と

御変数(方策)，非制御変数(環境)，およびこれら 3 つ して楽しく読めるように訳された訳者のご苦労を多と

の構成要素間の関係の各項目にわたり，寓話をあげて したい村中聖)

;11111111111111111111111111111111111111111111111'111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111': 

1984 年 7 月号 (49) 439 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




