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1. まえがき

1. 1 QN Aとは

QNA(Queueing Network Analyzer) とは， Bell 研

究所で研究・開発された，ある一般的なクラスの待ち行

列ネットワーク (queueing network，以下QN と略す)

を解析・評価するためのソフトウェア・パッケージの名

称である.

QNは通信網，道路交通網，計算機等の複雑なネット

ワーク型システムの性能を評価するためのモデルとし

て， 1950年代半ばから通信， OR，応用確率等の分野の

研究者によって精力的に研究されてきた.特に，その状

態推移がマルコフ連鎖によって表わせることから7 ルコ

フ型と総称される QNVこ対しては，スループットや応答

時間等の待ち特性量を求めるための効率のよい数々のア

ルゴリズムが開発されている(たとえば噌 Gelenbe & 
Mitrani[ 1 ]，橋田[ 2] , Kobayashi [ラ]参照).しか

しながら，ほとんとーの現実問題においては，マルコフ性

を導く仮定が近似的にも満たされていないために，最終

的にはシミュレーションに頼っているのが現状である.

QNAは "7/1.- つブ性が成立しない一般的なQNの待ち

特性量の近似値を計算するソフトウェアで，その中には，

Ward Whitt 博士をはじめとする Bell 研究所のスタッ

フたちの先駆的な研究成果が数多く盛り込まれている.

本報告の目的は， QNAを越えるソフトウェアを作る

ために， QNAで使われている近似の数学的基礎をわか

りやすく解説することにある.

1. 2 概要

QNAの第 l 版では，各ノードが待ち合い室に制限の

ない複数窓口・先着順サーヒ守ス待ち行列の開いた (open)

QNを扱っている.客，ジョブ，パケット等(総称して

“客"と呼ぶ)は， QNの外部から到着して，少なくとも
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l カ所以上のノードでサービスを受けた後，最終的には

QNの外部へ去ってゆく.図1. 1 は，このような開いた

QNの簡単な例を示している.

外部からの各ノードへの到着過程および各ノードでの

サービス過程は，一般の独立な再生過程 (renewal proｭ

cess) であるとし， それらは 2 つのパラメータ，平均と

変動係数(=標準偏差/平均)によって特徴づけられてい

ると仮定する.開いたマルコフ型QNの l つである

Jackson 型QN [3] は，到着がポアソン過程，-ij-ービ

ス時聞が指数分布にしたがう特別な場合に相当する.

QNAの基本となる考え方は， QN内部の客の流れ，

すなわち各ノードへの到着過程を平均と変動係数のみて‘

特徴づけることで，各ノードを独立な複数窓口待ち行列

として近似解析を行なう点にある この考え方は， QN  

の拡散近似(diffusion approximation) [4] をヒント

に， Kuehn [6] によって最初に提案され，パラメトリ

ック分解近似 (parametric-decomposition approxi 

mation) と呼ばれている. QNAは本質的には Kuehn

の近似と同ーのものと考えられるが，近似精度および適

用範囲についてかなりの改良がなされている.

内部到着過程を特徴づけるパラメータは，客の流れを

変える 3 種類の基本的操作:重ね合わせ(superposiｭ

tion) ，分岐(splitting) ，退去 (departure) (図1. 2参照)

の各々に対する入力データの変換法を組み合わせること

で決めることができる. QNがタンデム型のような帰還

のない形であれば，内部到着パラメータを単なる代入操

作だけで決定することもできるが，一般には，平均と変

動係数についてのノード数の次元の 2 つの連立 l 次方程

式を解く必要がある.しかし，これに要する計算手聞は，

シミュレーションとは比較にならないほど少なく，ほと

んどのQNについてはパソコン・レベノレの計算機で十分

対応できる.

QNAの出力情報としては，各ノードにおける編鞍お

よびシステム全体の性能が，各ノードでの到着・サービ

オベレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



図1. 1 開いた待ち行列ネットワーグの例

ス過程の平均と変動係数を用いた待ち特性量の近似式に

今一よって評価される.

本報告は次のように構成されている.まず 2 章でQ

NAの入力仕様についてふれ 3 章では近似精度を高め

るためにフィードパックを除去して， QNを再構成する

方法について述べる.内部到着過程に対する近似の数学

的基礎として，点、過程を再生過程で近似する方法を 4 章

で解説する.この章の内容は 5 章における内部到着パラ

メータの決定法だけではなく， QNAの適用範囲をさら

に拡張するさいにも必要となるため，少し記述を詳しく

している. 6 章と 7 章では，それぞれ，各ノードと QN

システム全体における待ち特性量の近似について述べ，

ある典型的な適用例を 8 章で示す.最後に 9 章では， Q

NAの問題点と今後の拡張の方向についてふれることに

する.

2. 入力仕様

QNAは大別して 2 種類の入力の仕様を備えている.

そのうち基本となるのは，到着・サービス過程を一般化

した Jackson 型 QNに対する標準入力仕様であり，い

ま l つは，あらかじめ定められたルートをもっ異なった

グラスの客を許すときの入力仕様である.後者はクラス

・ルート入力仕様と呼ばれ， QNAの内部では標準入力

仕様に変換される.

以下では，各入力仕様に必要なパラメータを示し，ク

ラス・ルート入力の標準入力への変換方法を述べる.

2.1 標準入力

QNAでは複数個のQNを l 回の実行で同時に処理す

ることができるので，利用者はまずQNの個数を入力す

る.次に，各QNごとに以下のデータを入力する.

n: 内部ノード数

第 t 番目 (i=l ， … ， n) のノードに対し，

1984 年 6 月号

(a) ，重ね合わせ

lb) うN皮

一-]JJJ()-ー
(c ì 退去

図1. 2 重ね合わせ，分岐，退去

1ni: 窓口数

ﾀOi : 外部到着率(=平均到着時間間隔の逆数)

COi : 外部到着過程の変動係数

t'i: 平均サービス時間

C.i : サービス時間分布の変動係数

また，ノードの組 (i，j) (i ,j= 1 ， ・ "， n) に対し，

qij: ノード t からノード j への客の推移確率

を与える.利用者は変動係数 Cot， Csi のすべてを入力す

る必要はない.入力のないノードに対しては，ポアソン

到着，指数分布サービスのときの標準値 1 が設定される.

行列 Q= (qij) は， QNの外部を吸収状態，内部のノー

ドを過渡状態とする吸収マルコフ連鎖の推移確率行列の

部分行列で，過渡状態聞の推移を表わし，経路行列J(rou-

ting matrix) と呼ばれる.

標準入力のオプションとして，客のサービス終了後，
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その客が複数の客に分割される場合，あるいは逆に複数

の客が 1 つに結合される場合にも QNAは対応すること

ができる.この現象は，たとえば，パケット交換通信シ

ステム等において，メッセージがあるノードでのサービ

スの後，複数個のパケットに分割されたり，その後別の

ノードで再び結合されたりする場合に見ることができ

る.客の生成あるいは結合個数は，各ノードにおいて一

定値をとるものと仮定する.このオプションを指定する

場合には，ノード i(i=l ， "', n) に対し，

Ti:生成(または結合)個数

を入力する.明らかに，Ti> 1 であれば客の生成が， ri<l 

で‘あれば客の結合がノードで行なわれる.この値の入力

がないノードに対しては，客の生成・結合はないものと

して標準値 l が設定される.

2.2 クラス・ルート入力
客が複数のクラスからなり，各クラスはそれに固有な

ノレートをもっQNを考える.ここで，ルートとは客が訪

れるノードの系列として定義され，各クラスごとに確定

的 (deterministic) であると仮定する.

あるクラスの客が最初に訪問するノードへの(外部)到

着過程は，到着率と変動係数によって特徴づけられる確

率過程であると仮定する.あるノードでのサービス時間

分布はクラスごとに異なるばかりでなく，同じクラスで

も何回目の訪問であるかにより異なってもよい.これら

のサーピス時間分布も，平均と変動係数によって特徴づ

けられているものとする.

標準入力の場合と同様に，必要なデータをまとめてお

く.

n 内部ノード数

隅i: ノード i(i=l ， … ， n) の窓口数

r: クラス(またはルート)数

第 h 番目 (k=l ， … ， r) のクラスの客に対し，

内:ルート k 上のノード数(重複を含む)

九:外部到着率

Ck: 外部到着過程の変動係数

クラス k の客が第 j 番目(j=I ，… ， nk) に訪れるノード

に来I し，

nkj: そのノードの番号

1:kj: 平均サービス時間

C吋j: サーピス時間分布の変動係数

を与える.

QNAの第 1 版では，客が各ノードに到着した時点で

の行列長の分布は，その客のクラスによらないと仮定し

ている.これはあくまでも近似にすぎないが，この近似

の下では，各ノードでの待ち時間はすべてのクラス，す

べての訪問に対し，確率的に同一であると仮定できる( 6 
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章参照).

次に，クラス・ルート入力を標準入カの仕様に変換す

る方法について述べる.まず，標準入力の外部到着率).Oi

は，その最初のノードが i であるんートへの外部到着率

の和で表わされることから，

).Oi= I: Àk1{nkl=i}(k) , i=l , …, n (2.1) 
k=1 

が導かれる.ここで， 1 は指示関数(indicator function) 

と呼ばれる集合関数で，ある集合 S に対し ， XES であ

れば l s (x)=! ， x <t， S であれば ls(x) =0 の値をとる.

(2.1) と同様の考え方を用いると，ノート i からノード

j への内部到着率， すなわち単位時間当りに移動する客

の平均数は，
r nz.-l 

えij= I: :t Ak1{nkl=i ,nk.I+1 =j}(k,l) (2.2) 
k=II=1 

となり，ノード i からQNの外部への到着率，つまり流

出率は，

).iO=ﾍ: Akl{nkn ,.=i} (k) (2.3) 
k=1 仰

と表わすことができる.したがって，経路行列は，

).;, 
qij=一瓦二Lー ， i , j=I ,"', n (2.4) 

L: ).ik 
k=O 

によって与えられる.ノード t が QN 内で活動的 (ac

tive) ，すなわち客のサービスを実際に行なっているノ

ードであれば， (2.4) の分母は正となる.もし，分母が零

となる場合には， QNAはエラー・メッセージを出カす

る.

サービス時間分布の 2 つのパラメータについては，ノ

ート、への，のべ訪問回数の重み付き平均によって決定す

る.分布関数の 1 次結合 (mixture) によって作られる分

布関数のモーメントは，各要素分布のモーメントの 1 次

結合で表わされることから i=l ， "', n に対L.，

nk ̂  
L: I: ﾀk1:kl1{nkl=i} (k ,l) 

'r 1:== 竺日号 (2.5) 
r n , 
L: t; Akl{nkl=i}(k, l) 

五主ん1:k戸 (CSkZ2 +1) 1 {nkz=i} (υ) 
1:i 2 (C8 i 2十 1)=竺竺L示弘一 一

L: L: ﾀk 1 {nkz=i} (k, l) 
k=II=1 

(2.6) 

によって，ノード i でのサービス時間分布の平均1:i と変

動係数 cれが求められる.

標準入力の内，外部到着過程の変動係数の決め方!ìl 、

くぶん複雑で，各ノードでのトラヒック密度(traffic 

intensity) Pi=).i1:;!m;(i=l , …, n) が必要になってく

る.ここで，んはノード z への内部到着率を表わし， 5.1 

節で導かれる.あるノードへの外部到着過程は，異なっ
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#2 

ヰ I

Yしート 3

図 2.1 クラス・ルート入力の例(例 2.1)

たクラスの客のそのノードへの外部到着過程の重ね合わ

せと考えられるので， 5.2.1 節で示される再生過程の重

ね合わせに関する近似も必要である.ここでは記述を簡

単にするために，最終的な結果である変換公式のみを示

すにとどめる(詳細については 5 章参照).

すなわち，もしんi=O ならば，ノード iには外部から

の客の到着がないので COi は任意でよいが， QNAでは

cOi=1 を設定している. ÀOi>O であるノード i について

は，次の式によって外部到着過程の変動係数を与える.

[" L:ck2ﾀk1{nkl=i}(kll 
Cot
2= (I-Wi) 十Wi I 竺一一一一←|

しがk1{nkl=i}(k) J 
k=l 

i=l ,…, n (2.7) 
ただし，

Wi三向 (pi ， iJ;) = {1 +4( 1-p;)2( iJ iー 1)}-1 (2.8) 

iJi=1 t (ム1恒正山)_ì' 1-
1

(2.9) 

円V11{ザけ(j) / J 

例 2.1 クラス・ルート入力の対象となる QNの簡単

な例として ， n=2 ノード ， r=3 ノレートのQNを考える.

各ノードの窓口数は ， m1 =40， m2 =10 とする.ルートと

その上での入力データをベクトノレ形式
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で表わすことにする.ここでは，次のデータを仮定する.

(2, 2, 1 ; 1, 1, 1 ; 1, 3, 3) :ルート 1

(3 , 3, 2; 1, 2, 0; 2, 1, 1; 1 ， 2 ， 1) ルート 2

(2 , 2, 4; 2, 1, 1; 1 ， 2 ， 1) ルート 3

1984 年 6 月号

たとえば，ルート 1 では，クラス 1 の客はノード 1 に

到着率 2 のポアソン到着をして，平均 l の指数分布サー

ピスを受けた後，ただちにノード 1 の行列にフィードパ

ックし，再び今度は平均 3 ，変動係数、13ーの超指数分布

サービスを受けてQNから退去する(分布形については，

4.3節参照).他のグラスの客についても，同様にそのル

ートを読みとることができる.図 2.1 は，各クラスの客

のQNへの到着から退去までのルートを示したものであ

る.

(2.1) より，外部到着率は， Ào1 =5 , Ào2 =2 となる.同

様にして， (2.2) より ， À I1 =2， え12=3 ，え21=5 ，え22=0 ， (2.3) 

より， À1o =7 ， À 20 =0 が得られる.したがって経路行列は

I J 11 
Q=16 4 I 
L 1 0 J 

と表わされる.サーピス時間分布のパラメータについて

は， (2.5) , (2.6) より， "1 =2 , "2= 1, CS12= 1. 67 , CS22= 1. 00 

と求められる. 3 組の入力データにおいては，ノード 2

では常に平均 1 の指数分布サービスを行なっていること

から ， !"2==CS22= 1 は予期された結果で、ある.

トラヒック密度，したがって内部到着率を求めるため

には， 5.1 節で示される次の連立 1 次方程式を解く必要

がある.

n 
えj=AoJ+ZAdtj ， j=l，， n (2.10) 

(2.10)を解くことにより，ん=12， À， =5 ， したがって，

Pl=0.6 , P2=0.5 を得る.また， (2.9) より ， iJ 1=25/13 , 
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i�z= 1. 0 を得る.これらの値を (2.8) に代入すると，向=

0.629, wz=1 となり， (2. 7)より， COlz= 1. 38, cozz=4 を

得る.

3. フィードパックの除去

QNAでは，フィードバック (feedback) のあるノー

ドを，それと近似的に等価なフィードパックのないノー

ドに変換することが選択できる.フィードパックがある

場合，そのノードへの到着過程が出力過程と直接の相関

をもつために，パラメトリック分解近似の精度に重大な

影響を与えると考えられる. Kuehn [6 J は，この影響

を除き，近似の精度を向上させるために，フィードλ ッ

クのあるノードに到着した客に，そのノードでの総サー

ビス時間で l 回でサーピスすることにより，プイ}ドパ

ックを除去することを提案した.この章では，この除去

法の解釈と，入力データおよびQNAで求められる待ち

特性量の変換法について述べる.

フィードパックは， qii>O となるノード i で生じる.

マルコフ的経路選択 (Markovian routing) を仮定して

いるので，ノード i でのサーピスを終えた客は，確率 qii

でただちに再びサービスを受けるために行列の最後尾に

並ぶことになる.ところが，客が受ける総サービス時聞

を一度に与えてしまうことは，その客を常に行列の先頭

にフィード‘パックさせることに等価である.この近似に

よって，ノード i からノード i への推移は取り除かれ，

他の/-ド j への新しい推移確率が，その除去にもとづ

く条件付き確率で与えられる.

この近似の基礎になっているのは次の事実である.す

なわち，ベルヌーイ (Bernoulli) フィードパックをもち，

一般到着，一般サービス過程にしたがう複数窓口ノード

に対しては，行列長過程の分布は，上記の近似による変

換に関して不変であることが知られている(ただし，待ち

時間過程については成立しな L、).待ち時間過程の特性

量については，変換後のフィードパックのないノードに

対する行列長過程の近似特性量に，ある保存則を適用し

て導くことができる.このさいに生じる誤差は，到着過

程の再生過程近似によるものと ， Gl/G/m待ち行列の待

ち特性量の近似によるものであって，フィードパックの

除去に起因するものではないことに注意すべきである.

フィードパックを取り除き， QNを再構成する手順の

最初のステップは，標準入力のデータの内， '� CSi2, qij 

を修正することである . q“>0 となるノード i のサービ

ス時間分布関数とその Laplace-Stieltjes (LS) 変換を，

それぞれ， Fi(t) , <Pi(s) (t;:::O , Re s~と 0) で表わすことに

しよう.このとき，フィードパック除去後の修正された

サービス時間分布は，もとの分布れを用いて，

370 (52) 

q'J 

... 
1同~;

図 3.1 フィード・パックの除去

F;tt)=I;qiin-1(J-qii)Fin*(t) (3.1) 
n=l 

と表わすことができる.ここで， Fi酬は Fi の n重たた

み込み (n-fold convolution) を表わしている. (3. 1)の

両辺に LS 変換をほどこすと， 1への LS 変換として，

一 (I -qii) 仇 (s)あ (s) ~"，.，-，，-， (3.2) 
-qw�;(s) 

を得る ，þí(S) を s に関して微分することにより，新し

いサービス時間分布の平均九と変動係数 êSi が，

fi=r:;/( l-q“) 

黌iZ=qii+ (l-qi;)c8i2 

と求められる.推移確率は，

lﾎii=O 

lÎij=qij/ (I -qi;) , j手 i

と修正される(図 3.1 参照).

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

フィードパック除去の第 2 のステップとして， (3.2)ｭ

(3 .5) を用いて得られる待ち特性量を，もとのQNに対

する待ち特性量に逆にもどす変換が必要になる.これ

は，フィードパックを除去したために，ノードにおける

単位訪問当りの待ち特性量を過大評価していることによ

っている.たとえば， ノード i における平均待ち時間

EW;( (3. 2) -(3. 5) を用いて得られる)については，ノー

ド i へのある客の平均フィードパック回数が (1 -qi;) • 
回であることから ， (I-qi;)EW， をもとのノードでの平

均待ち時間とする必要がある.

逆変換をほどこしたもとの QN に対する待ち特性量

を，九EW， 等で表わすことにする.これらは， (3.2)ｭ

(3 .5) のデータから得られる特性量ん， EWi 等を用いて

次のように表わされる.

ん=ん/(I -qii)

EWi= (1 -qi;)EWi 

Var( W;) = (1 -qii) Var(l\') 一 CS i2 't"i2

ただし，

Var(T;') =cz(T;') (EWi十fi)Z

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 
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c2(T/) =c2(1't') (1 +q“) +qii 

c2(1¥') = (Var( W/) +C'i2'i2) (E百九+，tl- 2
(3.9) 

Var( W/) = (ENic.i2+ Var(Ntl )'i2 

ここで， Ni はノード i における客の総数(サービス中

の客も含む)を表わし ， ENi, Var(Ni ) は (3.2)-(3. 5) 

のデータを用いて計算できる( 6 章参照). 明らかに，

ENi と Var(Ni ) はフィードパックの除去による変換に

対して不変である. また， Ti はノード t への 1 訪問当

りの滞在時聞を表わし ， (3.8) で用いた Tt' は Ti に対

する近似で， QNについての Reiman [7 , 8, 9J の重負

荷極限定理(heavy traffic limit theorem) にもとづく

拡散近似から，その分散を (3.9) によって評価できる.

(3.9) で， c(・)は変動係数を ， Wi' は Wi に対する第 i

次近似を表わしている ((3.9) の導出の詳細については

Whitt [10J 参照).

数値計算からの経験では，フィードパックの除去は，

もとのQNをそのまま解析するよりも，多くの場合，よ

L 、近似を与えることが知られている臼， 11]. しかし，

フィードパックは到着過程の再生性とサービス過程との

聞の独立性をかなりそこなうため，より精度の高い近似

法の研究がさらに必要である.
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-ミニ・ミェ・ eo ・ R ・

言葉の数量感覚

・音楽会にゆくと，この先何カ月かのあいだに開催

される各種音楽会の宣伝パンフレットを会場入口で

くれる .N響の場合が最も多い.若者のクラシック

離れのため，中年会員が多く，フトコロを考えての

ことか. r ドサッ J という量感で，パンフレットの束.

若年層主体の演奏会ではパラパラといった感じ.市

場調査がゆきとどいている.音楽会によって，この

パンフレットの量感が， ドサッ，パサッ，ゴソッと

微妙に異なる.定量化しにくい感覚.

・数日，数カ所，数人という.その受け取り方が人に

よって多少異なる.英語では， few , several の区別j

があるが，日本語はそこまで厳密でない.広辞苑で

「数J をひくと， 3 ， 4 またはム 6 程度の不確定数と

書いてある.数日ならL 、 L 、が，数カ月ともなると感

覚の差は大きく，コミュニケーションもむずかしい.

・例年になく，今年は寒い，暑いという.例年の意

味するところが，子供では短い人生経験のため，比

較的短い過去をさし，年輩者では，もっと長い期間

をもとにしているようだ.経験にもとづく判断基準

からくる感覚.

・「そのうち，飯でも J r近く，飲もうよ」という.

積極的な，或る場合には，外交辞令的な感情を含む

言葉のあや.どれくらいの期間のことをさしている

のかは，心情による.心の問題となると，数量感覚

は消えてしまう山下達哉)
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