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7.4 条件付期待予測の計算

時点 t において，それまでの過去のデータが既知であ

ると L 、う条件 (Hけのもとでの ， 1 期先の時系列変数 Zt刊

の条件付期待値 E(zt+t IHt)を求めれば，それは Zt+l に

ついての最小平均二乗誤差予測(最小MSE予測)でもあ

ることを 7.2節で触れた.一般に ARIMA 過程につい

て l 期先の Zt+l は，

Zt+t==φlZt+ ・・・ +φptdZt一切tdltl+o+at+1-{)lat 

一… -{)qat-qtl (7.14) 

の形となる.ここで，係数φは， AR部の係数仇と階差

(I-B)d の階数 d で決まってくる.時点 t までのすべて

のデータは実現済みであり，期待値 E[at t ll HtJ はゼロ

であるので l 期先予測あ (1) は，

れ(1 )=E(ZttlIH t )=φ内+…+φptdZトヤtdltl+。

-{)la t …-{)qat-qtl (7.15) 

となる.したがって zc( l) を求めるには過去における撹

乱(残差) a t, at-l…を知る必要があるが，すでに述べた

ように，これらについては，過去における l 期先予測の

予測誤差

at-i=Zt-i-Zt-i-l (1) (7.16) 

を利用すればよい.

1期先予測量c( l) については，時点tより先(未米)の撹

苦しはすべて期待値がゼロとなるので，

れ (l) =E(ZtH I Ht) =φlE (ZttトdHt )+".

+φptdE(Zttl-(ptdl I Htl +o-{)lat''' -{)qat-(q-P 

(7.17) 

となる.ここで l>q においては，撹乱 at ， at- r， ...の項

はなくなる.

また，この (7.17)式において Zt+l- r， Zt+l-2…等の期

待値については，それらの予測をつかうことになるから

(7.17)式は，

れ (1)=φlzc( lー 1)+… +φptdZt [l ー (ρ +d) J+。

-{)lat'" -{)qat- 【 q-υ(7.18)
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となる.

7.5 定常過程の予測プロファイル

簡単な ARIMA 過程を例にとって，予測の計算方法

を示し，また，予測プロファイノレの特徴を示す.まず，

AR(I)過程

Zt =O+� Zt-l +at (7.19) 

について，時点 t における t 期先の予測九 (l) は，

九 (1)=仇Zt+O 1=1 

九 (l )=ølZt (l ー 1)+0 1>1 (7.20) 

である.これらの予測ゐ (l) を求めるに当っては，過去

から現時点 t に至るまでの予測誤差

at-k=Zt-k-Zt-k-l (1) 

は，まったく関係してこないことに留意すべきである.

また (7.20)式の予測関数の特徴としてはが大きく

なるにつれて次第に指数(関数)的に減衰してゆく形状と

なる.このことをもっと明白に示すために，

Zttl=�Zttl-l +引を (7.4)式のランダム・ショック形

式に変換すると，

Zttl= μ+at-l+仇at t l-l+仇2attl_2+… (7.21)

となる.ただし μo ーである.
1-11'1 

したがって，その予測プロファイルは，

zdl)=μ+仇lat+�lt1at_l +… 
=μ+仇l(at+ølat-l+仇2at_2+… )， 1孟 1 (7.22) 

この (7.22)式のカッコ内は Ztー μ すなわち，時点 t

における観察値的の過程平均μからの偏差に相当するか

ら，

れ (l )=μ+仇I(Zt 一μ(7.23)

となる.したがって時点 t における偏差 (Zt一 μ) が l が

大きくなるにつれて，仇の率で減衰してゆく.よって図

7.1のようなプロファイルとなる.

いっぽう， MA (1)過程

Zttl=o-attl-{)lattl-l 

の場合の予測は，

ふ (1)=O-{)la t

zc(l) =0 1> 1 

(7.24) 

(7.25) 
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図7.2 MA (1)過程の予測jプロファイル

となる.したがって， MA(I)の予測の場合は，図7.2に

示すように期先の予測れ(1)は，時点 t における撹

乱(予測誤差) atによって決まるが， 1 期以上先の期の予

測値は単に過程の平均 μ=0 となる.

4.2節で指摘したように， MA (1)過程の自己相関係数

は，ラグ k が 1 の P1のみがゼロではない値となり，それ

以外の Pk はすべてゼロとなり， 過程に起こったことの

記憶が 1 期間だけしか残存しない過程である.このこと

が， MA(I) 過程の予測プロファイルにもよく現われて

いるといえる.

一般的にMA(q) 過程の予測プロファイルれ(1)は， l 

=1 ， 2，…q までが過去の撹乱に依存して決まるが，その

先の期については，過程の μ=0になると類推されるが，

実際にそのとおりであることを示せる.

7.6 非定常過程の予測プロファイル

7.6.1 ARI( 1. 1)過程の例

非定常過程で簡単なのは ARIMA(I ， I ， O)過程

(I-ﾘlB)(I-B)Zt=o+at (7.26) 

である. これはMA部分がないのでAR 1 (1 ， 1) とも呼

284 (32) 

ばれるが，階差方程式

的=(1+仇)Zt-1ーφIZt_.+o+at (7.27) 

の形であらわされる. (7.15)式に相当する l 期先予測は

れ (1)= (1+仇)Zt-Ø1Zト1+0 (7.28) 

また多期先の予測は， (7.18)式から

れ(2)= (1+仇)九 (1)-Ø1Zt+ O (7.29) 

れ (1)=(1+仇)zdl- l) -Ø，れ (1 -2) +0 l>2 

である.

予測プロファイル (7.28) ， (7.29)を求めるもう 1 つの

簡単な方法は ， Zt+t は階差 Wt= マZtの和，すなわち，

Zt+!=Zt+ W t+1+…+Wt+! (7.30) 

の関係を使うことである.

この場合7.2節で‘触れたように Zt+l の条件付期待予測

れ (l)は ， Ztに Wt+h …Wt刊の条件付期待予測を加えたも

のとして得られる.そして階差即t のほうはAR(I)過程

加t=ØI叩t-1+0+at (7.31) 

であるから，前節(7.20)式の予測プロファイルとなる.

いま時点 t において，叫がその平均μ=17から Wt
ι 一-1"1

一 μ だけへだたっているとすると，叩tの予ìllU iVd l ) は，
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卸売物価指数AR 1 (1 ， 1) モデルによる予測プロファイルと信頼区間.予測原点: 1978年 4 月

の自己相関が残っており，もうすこしモテール改良の余地

があるのであるが，ここでは予測計算の簡単な例として

このモデルを使う.

いま，モデル (7.34) 式をつかって t=220 の時点

(1978年 4 月)を予測原点として予測プロファイルを求め

てみる . Z219= 105. 6 から Z220= 105.1 への階差却問。=

105.1-105.6=-0.5 を初期値として，

。t (l )=0.85142 Wt(l-1)+0.04782 (7.35) 

の関係をつかって，表7.1のように幼220 (l ) と ~220 (l) を計

算できる.

また 1 が大きくなるにつれてゆ210 (l) は，過程の平均
� 0.04782 

μ=一一一 0.32
1 ー仇 1 ー 0.85142

に近づく.すなわち，物価指数は長期的には毎月 0.32ず

つ増加していくことが予想される.表 7.1 で注目すべき

ことは，このモデルを使って t=220 (78年 4 月)の時点

で物価指数を予測したとするならば，むこう 5 ヵ月聞は

物価が下りつづけることが予測されていることである.

そして転換点は 6 カ月先ごろに予測されている. 図 7.3

には実際のデータの変動(観察個数 240個のうち後半の

180-240番目の範囲のみを示す.)と，表7.1に得られた

予測プロファイル (l =24まで)を重ねて示す.また区間

(33) 295 

。t (l )=μ+ø，'(叩t 一 μ)

にしたがって減衰して，平均に近づく.

の予測プロファイル

れ (l) =zt+Wt(1) +…+Wt (l) 

は勾配内=占;の漸近直線ICi!.Í-0< 
特に，経済時来列データでは， トレンドファクタ占は

正の値であるから予測プロファイルれ(l)の漸近線は勾

配が正，すなわち上向きの直線である.しかし時点 t に

おいて，却z がその平均μよりも小さい (Wt一μ<0) とき

は， (7.32)式から明らかなように， wd1) , wd2) …が，

しばらく負で，ある時点で正となるケースがある.その

ような時は ， Ztの予測プロファイルは当初減少し，ある時

点で増加の方向に転ずるプロファイルとなる.すなわち

減少傾向から増加傾向へ転ずる転換点 (turning point) 

をもったプロファイんとなる.

例として図7.3に示すような卸売物価指数(1960年 1 月

-1979年 12月，季節調整済)データについて，予測プロ

ファイノレを求めてみる. この 240個の観察データについ

てAR 1 (1 ， 1) モデルを推定してみると，

(1 -0.85142B) マ Zt=0.04782十向 (7.34) 

が得られた.実際には，この推定モデルの残差には若干

(7.32) 

したがって ， Zt 

(7.33) 

1984 年 5 月号

図7.3
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表7.1 ARI(I ， I) モデルによる予測計算

1 W220(l ) Z220(l) =Z220+ゆ220( 1) +… +W220(l) 

。 -0.05 105.1 

-0.378 104.72 

2 -0.274 104.44 

3 -0.185 104.26 

4 -0.110 104. 15 

5 0.046 104.11 

6 0.009 104. 12 

7 0.055 104.17 

8 0.095 104.27 

9 O. 12 104.39 

10 0.16 104.55 

予測としての 75%信頼区間も示す.また図7.4 には，同

じモデルを使って 1 期先予測ゐ (1) と実際データ実現値

とを重ねて示している.

7.6. 2 1 M A  ( 1, 1)過程の予測

非定常過程で，もうひとつ簡単なのは， ARIMA (0 , 

1 ， 1)過程

Zt-Zt_l=�+at-Olat_l (7.36) 

である. これはAR部分がないので IMA(I ， I) 過程と

も呼ばれる.時点 t において期先の

Zt+1=Zt+�+at+1-01at (7.37) 

を予測するには，時点 t までのす

べてのデータが既知であるという 120 

条件 (Hけのもとでの条件付期待

示すために，いまトレンドファクタ -15 はゼロと仮定す

る. (7.37)式から (7.38)式を引くと，

Zt+1 - Zt (1) =at+1 (7.39) 

であるから，すでに7.3節でも示したように，ノイズ(携

苦L) atは， 1 期先予測量ト1 (1)の予測j誤差 Zt-zt_， (I)=at

である.さて，これを(7.38)式に代入すると，

れ (1)=Zt- O (Zt- Zt→ (1))

=(1-0，)匂 +01Zt-1 (1) (7.40) 

この (7.40)式は，時点 tー 1 において ， Zt についての

予測 Zt_d1) を得た後，時点 t において，データ実現値

引の観察を新たに加えて ， Zt+l についての予測れ(1)へ

と更新する式を与えるものとして重要である.すなわち

%t-d1) と Zt の荷量平均として九 (1) に更新される.ま

た， さらに (7.40)式に %t- ， (1) = (1-0 ,) Zt_ , +O,%t-2 (1) 

を代入すると，

ゐ(1)=(1 一角)巧+0，( 1-01)Zt_, +0，2是ト2( 1) (7.41) 

が得られ，この Sト2 (1 )にさらに同様の代入を行なうと

いうプロセスをくりかえしてゆくと，

れ (1) = (1-01)Zt+0,( 1-0,) Zt_2+0,2( 1-0, )Zt_3+ … 

(7.42) 

が得られる.これはまさしく過去の観察データ Zt ， Zt-h

Zt-2…についての指数荷重移動平均EWMA，すなわち，

指数平滑予測の式である.

以上から， データ発生の過程が IMA(I ， I) 過程であ

値を求めればよ L 、から，

ゐ (1)=E[zt+t I HtJ

=Zt+δ-Olat (7.38) 
! 
卸
売

一一:データ実現伎(季節調和汚データ 1

潮先予測

となる. 1 期先以上の予測として

は.，

ze(l) =れ (l -I) +i5

=九 (1)+(l-l)ö l>1 

(7.39) 

である.したがって，この予測プ

ロファイルは時点 t+1 において

ゐ (1) を出発点とした勾配が δ の

直線となる.

物 11(1
悩
指
数

100 

90 

予測モデ/レ:訂ニ (1 .11475+0.851 ZI_I + Il, 

] 

1 月
774ユ 1

1 }j 

ここで， (7.38) 式に得られた

IMA(I，l)過程の条件付期待予

測，すなわち最小MSE予測れ (1)

は，実は，時系列データの指数平滑

予測(ExponentialIy Weighted 

Moving-Average, EWMA) で

あることを示せる.それを簡単に

200 210 

1 )j 
7Kq'. 1 

22U 
1 79ij二

230 

12Jj 

240 
(データ番号)

図7.4 卸売物価指数AR 1 (1 ， 1) モデルによる 1 期先予測と実現値
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るときは，指数平滑予測が最小平均二乗誤差予測である 変換をしてつくったモデルで、あるから，得られた予測値

ことが明らかとなった.しかも，従来指数平滑予測にお ん (l) については，その逆変換をして予測れ (l)を得るこ

ける荷重係数01の値の決め方については，あまりはっき とになる.すなわち，

りした理論がなく，窓意的な感じがあった.しかし，こ れ (l)=exp 伊dl)J (7.48) 

こで， IMA(I ， I) 過程については，そのMA部分の係 以上のようにして，通貨供給量 M1 について得られた

数 01を予測式 (7.40) ， (7.42)式に用いるのが最適である 季節移動平均型モデル (6.3) 式をつかって予測値と実績

とし、う理論的根拠が与えられたことになる. 値を重ねて示したのが図7.5である. 1974年 12月(データ

1 MA (1, 1)過程以外の ARIMA過程については，指 番号96) と 74年 12月(データ 132) の 2 つの時点を予測j原

数平滑予測は最小MSE予測にならない. 点として想定して，それぞれ18期先までの予測jプロファ

7.6.3 季節型 ARIMA過程の予測 イルを求めたものである.予測区間として75%信頼区間

通貨供給量M1のデータ(本シリーズ (1 )の図 1 )につ も示しである.

いて， 6.1節では季節移動平均型のモデル

(I-B) (I-B12)logeZt= (1-θBl2)at 

θ=0.714 

(6.3) 

通常は，単一時系列 ARIMA モデルは比較的短期の

予測に利用されるものであるが， 図7.5 からも明らかな

ように，ここに得られたような簡単な季節型モデルが得

が得られた.このモデルをつかって季節型ARIMA過程 られた場合は， 18期( 1 年半)ほどの多期間にわたってか

の予測計算と予測プロファイルの例を示す. いま (6.3) なりの予測精度を期待できることがわかる.

式を Xt=loge Zt とおいて書き直すと， 一般に，非定常の ARIMA過程では，図7.4の場合の

(I-B-BI2+B1S)Xt= (1-0. 714B1Z)at 

したがって，

(6.3)' ように，予測信頼区間の幅が急速に広がってしまうモデ

ルも多いのであるが， 図7.5 の場合は区間の幅が多期に

Xt=Xt_l+ Xト12- Xト1S+ a t ー 0.714aト12 (6.3) 11 わたってあまり広がらないことに注目すべきであろう.

ここで階差出t=Xt-Xt-l をつかって書き直すと， また図7.5 において，特に77年 12月(データ: 132) を予

Xt=Xt-l+叩ト12+ a t一 0.714aト 12 (6.3) 川 誤tl原点として想定したケースの予測プロファイルは，実

いま時点 t において 1 期先の

Xt +1=Xt+即トl1 +at +1一 0. 714at_11

を予測するためにまでのすべてのデータが既知で・あ

ると L 、う条件(Ht ) のもとでの期待値れ(1)を求めると，

ゐ (1 )=Xt十叩トu一0.714at_11 (7.43) 

である.予測j原点 t がある年の 10月であるとして，翌月

11月の Xt+lを予測するものとする. (7.43)式において，

Xt は，その 10月における実現値引=loge Zt である.ま

た， 叩ト11 は，その前年における 10月から 11月への増分

であり ， at-11 は，前年 10月に 11 月の Zト11 を予測した際

の予測誤差

at-11=xト11-Xt-12( 1) (7.44) 

である.これら Xt ， Wト1 1， a&_ l1 は時点 t においては，す

べて既知であるから， (7.43)式をつかって九 (1) を求め

ることができる.

同様にして ， 1 期先の

Xt +l =Xt+l-l+叩t+I-12+at-0.714at+ト 12

を予測するには， 12期先まで (l壬 12) は

ん (l)=ぬ (l ー 1)+叩Hト12+0. 714at+ト山

2s:;lS; 12 

であるが， 12期以上先 (l> 12) の予測になると，

ぬ (l)=ゐ (lー I)+Ûld1ー 12)

(7.45) 

(7.46) 

=あ (l -I) 十九 (lー 12)+ム (1-13) ， l> 12(7.47) 

となる.さて，このモデルは，原データ Zt について対数

1984 年 5 月号

績値と比較してその値，変動パターンともに，きわめて

精度が高いものであることは，注目に値しよう.

結言

この講座では，経済データの時系列分析に関して，主

に単一時系列の ARIMA モデルによる分析の方法を扱

ってきた.しかもボックス・ジェンキンス流の方法を主

に紹介した.単一時系列 ARIMA モデルは，主に短期

の予測に有効であるとされているが，前節で示したよう

に， とり扱う経済データの性質によっては，きわめて簡

単な構造の ARIMA モデルによっても，かなり多期間

にわたって，精度の高い予測が可能となる場合もある.

時系列分析の分野としては，多変数の時系列分析の領

域がある.そこでは変数間の依存関係，因果関係，フィ

ードパックの構造等の解明等をも扱うことができる.ま

た，多変数 ARIMA モデルは，計量経済同時方程式モ

デルとも密接な関係がある.

本講座で扱ったような単一時系列分析の場合は，その

分析の目的は予測を主なものとするが，予測に加えて，

計画やコントロールをも分析の目的とするようになると

多変数時系列分析を行なうことになる.
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