
経済データの時系列分析と予測 (2)

高森覚
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器。 ARIMA モデルの構築-*，，，，クス・

~ヱンキンスの方法をや，むとして一

審.1 モデル携築の嬢事事

官官聞においては，多くの時系列データの変動特

性役者受現で~る，きわめて一般的な確率過穣モデ

ルとしての自己図録・移動平均過緩 (ARMA) の

そデんを説明したまた，それぞれのタイプのそ

デルについて，理論的に演嫁される特性，特に，

各モデルのJ3己相関関数の特徴について触れた.

今痴は，現実に観察された持系列デ日夕から嘗

経験的に，適切なモデルを模索し，構築していく

という滞納約 (inductive) な作業においては，ど

のようなステップを踏むかについて説明し，具体

的な事例iを示す.従来から，一般に，モデル・ピ

ルディングと L 、う活動は，科学 (science) ではな

くて，芸・技術(arりであるといわれているが，時

系列モデルづくりの場合もその例外ではない.

ボックス・ジェンキンス苦誌のやり方でARIMA

モデんをつくるに際しては，鴎 5.1 に示すように，

次の 4つの段階を療ぐりに絡む.そしてしばしば，

満足なモデルが得られるまで，これらのいくつか

のステッブについては， 1汚濁かくり返すのが普遜

である.

(i) データの搭皇室変換: 定常でないデータ Zt

a. 何聞かの階差変換 Wt= (1 -B)~Zt怒マtzs
をほどこす.{ただし，記号 '\jt は (l-B)'安
濃味する. )経済データの場合は，対数滋養

Wt諮マ loge Zt の場合も多い.すでに述べた

ように，この対数階議 Wt=て710ge Zt は，康データ

Zt の対苦言葉書変化事 Wtネ (Zt-Zt_l)!Zt_l に穏滋する.

11:た.ß表データに季節変動著書図が顕著なときは，変動

照期s会単位とする象鰯降雪差判官 (l-B")Zt滋マ.Zt

たかも哲 ひろし青山学際大学潔際政治経済学部
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データの階差変換

(叫='7，マd z ,) 

モ
デ
ル
の
改
良

モヂん構造の荷主主

(ARMA(p， q) モデんの次数 p， q の決定〉

モデル・パラメータの獲量Z

{世t 意 8it q1 等の猿定)

モデル逃性の診断

({i) ふ g一等蜘仇一の特哨有時意…

…イ朴ト ノイズ)
かどうかの検定

モデル練費障の完了

予測モデルと

しての港湾

溜弘 1 11寺系列モデル構築の綾織

をとみ(ここで，記号マ， I主(l -B')を意味?る‘}
したがって， }ヲデータでは， We出(1 -B12 ) Zt=Ztｭ
Zt・2思議マUZtをと仇間半期データでは， Wt措(1-

B8)Zt=諜て78 Z， をとることが多い，月デ吋タ Zt に隠し
て，叫mマ1210ge Zt Iま，対前年i湾汚変化運告に稲当ず

る.前関の1M 1 と図 2 では，ハイパワード・マネー
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と通貨供給量M1について，原デh タ Zt と対前月増

加羽(Wt=マ log~Zt のグラフを示したが，遜貨供給

量 M1 について，貢昔前年爵克増加率 WI口マa1og.

Zt をブ宮ットしたものを密 5.2 に示す.

{立} モデ 1;"携造の再建: 定常とみなされるまで変換

されたデータ Wt について，適切な Al主MA{þ， q) モ

デルの構造を決める.すなわち， AR 部分の適切な

次数ρ と， MA部分の適切な次数qを決める.この

段階では， Wt についての標本自日欄間関数町およ

び機本偏自己相関関数 Øu の有意性やパターンの綴

織が有用である.

(泌) モデル・パラメータの推定: ざん定的なモデル

機途が定まったら，データをつかって，パラメータ

れの， (/a2 などを推定する，

{紛モデルの遥廷についての診断: モデルの“でき

ばえへすなわち，議定して得られたモデルが，十

分に意味のある，有用なものであるかどうかに梼寸

る判定を行なう.これは，次の 2 つの側衡から行な

うのが普通である.

(叫 パラメータ推定値 øt， 8j などが，その標本誤
畿内や Ûð との比較において，統計的に有意であ

るかどうかの判定.

(b) 推定された/イズ{残差}系列ぬがホワイト・ノ

イズであるかどうかについての判定，

モデんの適性に関しての診断の結果，上の{ぬ{除い

ずれかにおいて，不満足な暫定となった場合，そのモデ

ルの費量点が主主体的に明確化することが多いe そして，ど

のようにそデルを改良すべきかについて示唆が得られる

ので，ょの(1) ， (日)， (出)のいずれかのステッヅにもどるこ

とになる.

5.2 樽本自己相関冊数と移動平均過程の阿波

機本自己相関関数は，上に述べたモデル構築の流れの

日W
A
U
 

日
小
i

0.30 

中では，特に，スチップ(祖)のモデルの構造に関連して，

重要な情報を与えるゆ

ある定常遜穫について，ラグ島の吉己諮頭演数 Pk は，

蔀密の付金 2)式，

COV[ZtZt+kJ _ 
P1c=寸出す (4.2) 

で定義されるもので，これは，その特性を示す定数であ

る.しかし ， n 憾の縦燦データ ZhZS，… ， Z泊から ， Pk の

推定値として， (4.4)式で計算される標本自己相関関数
N明k

お(約一正) (Zt+k-i) 
fkZ4干=fdmw一一一一~斗 (4.4) 

-u 忍(均一正)2

のほうは，定数ではなく，その過程から発生された大き

さ茸の標本にもとづく幾定量であり妻ある確率分布をも

った護率変数である. したがって，議定量 rk Iま標本誤

差をともなう.

いま，データを発生している過程が q次の移動平均逃

穫であるとすると， 4僧 2 節で述べたように k>q につい

ては，自己相関係数内はゼロである. しかし， このよ

うに ， Pk=O であるようなラグ k(>q)に対しても，刊の

ほうはゼロではなく，-I:!帥の周辺にある標本分布をなし

ている.この標本自己相関関数 r" の分布については，パ

ートレ ')1 HBartlett C 8 J}が研究しておち参豆規挫の仮

定のもとで，その分散は，遊室主的に
雪 q 、

V[r1cJ=::: ÑP十221Hj 是>q (5寄り

となり，また， r" と町村の共分数は，近僚的に，

C∞OV[r"η"r町川川h削州叫+叫叶8]~α寸古丸4ぷtEeoιωfρ附4
となることを示している.

たとえば， MA(I)過糠: Zt出μ+at-8t at_ t の自己相

関関数は，すでに灘いたように，

10 
回F咽
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( -0, 
Pk=~ 1+0,2 一、

o 

k=1 
(4.10) 

k>O 

である.たとえば， 8， =-0.8 の場合 p，= 一(ー0.8)/

(1+( ー 0.8)2) =0.49, P2=pa=… =0 となり，前回の図

3 のコレログラムのような形状となる.この過程から実

際に N=100個のデータを発生したとすると ， k>1 につ

いて ， rk の標本誤差は (5.1)式から，

σr=Jvtr;]= ，J ,L {1 +2p,2} =九/上{1+2( .49)2}, N'-. -,.. '100 

=1.1 (5.3) 

となる.以上から，ある与えられたデータ Zb Z2 , "', ZN 

について次のような検定を行なうとこができる.

(j) データ Z1) Z2' … ， ZN がホワイト・ノイズかどうか

の検定: ホワイト・ノイズについては，すべての

k について ， Pk=O であるから，刊の標準誤差は

(5.1)式から， σT=J (1 /N可I干京両可=ゾI/N であ

る.したがって， N個のデータから計算された標本

自己相関関数 η が，その標準誤差 ι=、h7N'のプ

ラス，マイナス 2 倍の範囲に大体おさまっていれば，

データ Zh Z2 ， 一 ， ZN はホワイト・ノイズであると判

定できる.

(日) データ九 Z2 ， … ， ZN が MA(I) 過程から発生した

ものであるかどうかの判定:

T, 1.0 
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これは， P2=Pa=..'=0 という仮説の検定に相当

する k>1 について，刊の標準誤差4 の推定とし

て， (5.3) 式の p， のかわりに r， を用いて 8γ=

J(I/N訂I平E石可をつかう.そして ， rhrZ，" ・が，

土 28r の範聞におさまっていれば， k>1 について，

Pk=O と判定できることになる.ここで， r， のみが

有意であるならば，このデータを発生している過程

のコレログラムが，前回の図3vこ示されるような，

k>1 で切り落ちの形状になっていると想定される.

このようなときは，データへの MA(I) モデルのあ

てはめを考えて，パラメータ 8，を推定する段階に入

ることになる.

(i�) データが MA(q) 過程から発生しているものであ

るかどうかの判定:

k>q について，日の標準誤差の 2 倍 28r=

2./(1(而I丙訂正汗長拝二五百と比較して，日

が有意かどうかを観察する.

5.3 モデル構造同定の例: 季節移動平均モデル

(j) 定常性の検討と階差変換

通貨供給量M， の対前年同月増加率叫=マ..log. Zt の

月別変動を図 5.2 に示しているが，これについての標本

自己相関関数 (rk) コレログラムを図 5.3 に示す.点線は

標本標準誤差ムの 2倍の位置を示す.この図で顕著な

ことは，長いラグ h についても，強い相関川が現われて
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図 5.3 自己相関関数:通貨供給量叫=マ121og.Xt
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おり，いつまでも減表しないことである.標本コレログ

ラムにおけるこのような現象は，系列データ WhW2， …，

がまだ定常状態ではないことを示している.このような

ときは，ある時点 t における Wt がその標本平均必より

も大きければ， きわめて高い確率で， k>O について，

Wt+k も必より大であることを予測できる.すなわち，

叩けまきわめて長期間にわたって ， W の水準のどちらか

一方の側にドリフトしているような動きをしている.こ

れは，このデータを発生している過程に，固定した平衡

的水準(平均値)が存在しないことを示す，ひとつの徴候

である. (ランダム・ウオーク過程はそのような動きをす

る典型的なケースである.)したがって，図 5.2 の M1 の

対前年同月増加率引=マlz1og. Zt は，まだ定常なデータ

ではないので，さらに，もうひとつの階差変換 Wt'=

マωt= ママlz1og. Zt を行なう必要があることになる.

いま，かりに，定常でない叩z 系列に関して，なんと

か ARMA モデルをつくろうとすると，図 5.3 のコレロ

グラムは，前回の 4.2 節で述べた AR(I)過程:即t=O+

仇叩トl+at のコレログラム図 4 のパターンとなってい

る.そこで，係数仇については， (4.18)式から仇=Pl の

関係があるので，仇の推定はム=η=0.93 竺1. 0 であ

る.引の標準誤差は σγ = v' ljN= v' lj忌6=0.08 である

ので，仇=1 とし、う仮説を棄却できない.しかし， AR(!) 

過程において，仇=1 ということになると， これはラン

r. 1.0 

• 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

-0.2 

-0.4 

-0.6 

-0.8 

ダム・ウオーク過程であり，やはり ， Wt 系列は定常では

ないという結論に到達する.このことからも，もういち

ど，階差をとらねばならないことが明らかとなる.

一方，通貨供給量M1 の対前月増加率叫=マlog.Zt は，

前回の図 2 に示したが，その標本相関コレログラムを図

5.4 tこ示す.点線は土んの位置であるが，ここでも，き

わめて大きいラグ k にわたって有意な相関日が多くあ

り，この系列叩a のままでは，通常の ARMA モデルを

つくるのはむずかしいことをうかがわせる.

ここで，もうひとつ顕著なことは， 12期を単位として，

ラグ k= 12, k=24, k=36 に有意な相関川が現われて

いることである.これは明らかに，季節変動要因に由来

するものであるから， この系列叩t については，季節階

差叩ぷ=マ 12Wt= マ四マlogeZt をほどこすべきであるこ

とを示唆している.

(証) 季節移動平均モテツレ

以上の観察にもとづいて，通貨供給量 M1 について

は， 2 種類の階差マとマ 12 をほどこしてから，系列 wt'=

ママ 121og. Zt に関して， ARMA モデルのあてはめを試

みるのが適切で‘あるとし、う結論が得られる.

この Wt' データに関する標本自己相関コレログラムを

図 5.5 (a)に示す.これまでの ， Zt についての 1 種類の階

差のみの場合のコレログラムと比較すると，これはきわ

めて簡単明瞭なパターンを示している.ここで，有意な
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標本相関係数はラグが12の rlZ= ー .37 のみである.

t'i , 12カ月とし、ぅ期間を l 単位の時間単位として眺

めた場合，ラグが 1 (すなわち， 12カ月)で有意な自己相

関があるが，それ以上のラグについては，自己相関コレ

ログラムは“切り落ち"で，ゼロとなっている.すなわ

ち， r2.=r田=… =0. そこで，データ w，' にあてはめて

みるべきモデルは， 12カ月を時間単位とした MA(1)モ

デルである.すなわち，図 5.5 (a)のコレログラムから，

まず，考えられるモデルは

叩t' =at-θ1at-1Z= (1 ーθlB12)at (5.4) 

ということになる.パラメータ θの初期推定値を求める

ために， MA (1)過程の 81 と Pl の関係式

-8, 
Pl= 司2 (4.10) 

に ， Pl の推定値としての r12= 一 .37を代入して， θ=0.44

九1. 0 ，• -. "1 (a) 自己相関関数 r，

0.5 

がえられる.こうして，得られた初期推定モデルは，

ママロ log.at=at-0.44at_12 (5.5) 

である.

5.4 自己回帰過程の同定: 偏自己相関関数

移動平均過程の次数 q の決定のためには，標本自己相

関関数 rk の有意性について， パートレットの標準誤差

の式を用いて検定を行なえばよい.しかし，自己回帰過

程の場合は，自己相関コレログラムに，いわゆる“切り

落ち"が生じないので，標本自己相関関数からは，その

次数ρの決定は困難である.そこで，自己回帰過程の次

数の決定において有用なのは，偏自己相関関数といわれ

る統計量である.

前回の 4.3 節で述べたように， p 次の自己回帰過程の

係数。h 仇，… ， rpp は，次のユル・ウォーカの方程式を満

足している.

一ー・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ーーー・・・・・・・・・ー・・・・---------_..-------_. 
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。
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(b) 偏自己栂間関数 4“
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図 5.5 自己相関関数と偏自己栂関関数:通貨供給量叫=マ12マ log. Zt 
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Pl=仇 +Ø.Pl+ ・・・ +Ø"P,, -1 

(4.11 ) 

p，， =φ1P，，-I+俳句-.+… +ø"

この 9個の方程式は，未知数秒"øz， … .ø" について解

けるから. AR(ρ)過程の係数仇.....øP は，その過程の

P 個の自己相関係数 P"P2. … .Pp で表現される.

いま，ある時系列データを発生している真の過程が，

P 次の AR過程であったとすると. (4.11)式から得られ

るのは当然ゼロではない.またもし，真の過程が p 次

よりも小さい次数 s 次の AR 過程であったとすると，

(4.1 1)式から得られる係数のうちゅ3+h ØB+h … .øP はす

べてゼロの値となる.そしてゆs はゼロではない.

過程の次数を ρ 次と仮定すれば， Pi の推定値として

の標本自己相関関数 r"η，… .rp を， (4. 1)式に代入し

て，方程式

r1=~I+~2r1+ ・・・ +~prp→
(5.5) 

rp=ゆ1 rp・I+Ø2 rp-2+ ・・・ +øp

を解くことにより，係数の推定値札…'~p が得られる.
この場合， ~t はデータに依存する標本統計量であるか

ら，データを発生している真の過程が， ρ 次より低い次

数の AR 過程であっても ~p は正確にはゼロにならな

い.そこで， AR 過程の真の次数を P 次と想定して，

(5.5) 式の ρ 個の方程式群を解いて孔…'~p が得られ

るが，このときのιは(標本)偏自己相関係数といわれ，

特に， ~pp とかく.

AR 過程の真の次数が s<ρ であるとき， ~p" の分布

はゼロを中心として，その標準偏差は，近似的に

SE{んp)~おか (5.6) 

であることが知られている. (Quenouille < 9 J) 

これによって， (標本)偏自己相関係数~"p の有意性に

ついての判定が可能であり， AR 過程の次数についての

同定ができることになる.すなわち，もしあるデータに

ついての偏自己相関係数んpの絶対値が，その標準誤差

SE(~pp) の 2 倍 2/~N を超えていれば， ~"p は有意で
あり，そのデータを発生している AR過程のラグpの係

数島はゼロではないと判定される.そして，その過程

について AR モデルをあてはめるならば，少なくとも，

P 次の AR 過程を考えなければならないことになる.

ラグ P を 1 からl慣々に変えて，偏自己相関係数~1I，

Ø22. … .øPP' …の系列は， {標本)偏自己相関関数と呼ば
れ，これを棒グラフで表わしたものを偏自己相関コレロ

グラムと呼ぶ.そして， AR 過程の特徴は，この偏自己

相関コレログラムに現われる.すなわち， p 次の AR 過

程の場合， p より大きい h について，ほぽ~l:IC国O であ

るから， コレログラムに“切り落ち (cut off)" のパタ

ーンが生じる.

移動平均過程については，それを等価的にAR過程で

表現しようとすると，無限の次数の AR 過程 : Zt=�+ 

ﾘ1 Zt-1 +ﾘ2 Zt-2+ …+仇.1:1_'+…に変換されることを示

すことができる.したがって，移動平均過程の偏自己相

関コレログラムには，はっきりした“切り落ち"が生じ

ないで，次第に減衰してゆくパターンとなる.自己相関

コレログラムの場合には，移動平均過程で“切り落ち"

て，自己回帰過程で次第に減衰するパターンとなるのと

対照的になっている. MA と AR の過程のコレログラ

ムの特徴を，表 5.1 として整理しておく.

5.5 偏自己相関関数とモデル同定の例

通貨供給量M1について，変換問'=ママ121og.Ztをほ

どこした系列 w' に関しての偏自己相関コレログラムが

図 5.5 (紛である.点線は標準誤差の 2倍の位置である.同

じ図 5.5 (同の自己相関コレログラムと比較するために，

12カ月を時閥単位として眺めると，ラグが 1 と 2 で，す

なわち ~la，n と ~u， z~ が有意であると考えられるし，ラ

グが 3 のふ8 ， 88 もほとんど有意に近い値を示している.

ここでは 4岨. Ø60 などは計算していないが，これらも有

意である可能性も残っている.すなわち，偏自己相関関

数が小さいラグで切り落ちているとはし巾、がたいので，

データ d が AR 過程から発生しているとすると，かな

表 5. 1 各種過程の自己相関関数と偏自己相関関数の特徴

過程の種類 ! 自己相関関数 | 偏自己相関関数

移動平均過程 :MA(q) I ラグ 1 から q まで突出 (spike) があり， そ|次第に減衰(tail off) 

の後切り落ちる (cut off) 

自己回帰過程 : AR(p) I Pj=仰J-1+ ・ +øPP仰のパターンで減|ラグ l から P まで突出 (spike) があり，そ
衰 (tail off) の後切り落ちる (cut off) 

i ラグ 1 から q まで不規則パタ}ンで，その|次第に減衰 (tail off) 自己回帰・移動平均混合 I /;/ l/J"YJ';I ~ \.,; ...P7:it(.,"'!J"=-'"' -./ L , '""{.VJ I 
過程 : ARMA{p， q) 後 PJ=仰J-1+ ・・ +øpPJ-P のパターンで

減衰 (tail off) 
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り高次の次数のモデルにならざるを得ない.いま，この

例で， Ø12， 12= 一 .37， øu，u=一 .17 および 4回，88= ー .15
を有意であるとみなせば， 12カ月を時間単位とした AR

(3) モデルとなる.それは

(!ーφl B12ーφ2 BuーφSB36)wt' =ae (5.7) 

の形となる.そして，係数仇の大ざっぱな初期推定値と

して， φl~Ø即2=-.37， φ2~Ø2，，2f=ー .17 ， φ3~Ø88 ，回

=一 .15 を用いてざん定的な季節 AR モデルとして，

却t'= 一 .37w'ト12一0.17w'トu一 0.15叩トS8+at

(5.8) 

が得られる.しかし，このモテールは， 5.3節の (5.4)式に

得られた季節移動平均モデルと比較して，次の 2 つの理

由から，明らかに，劣るものである.

第 1 に， (5.4)式の MA 型モデルでは，推定すべき未

知のパラメータは仇のみであるのに対して，この (5.8)

の AR 型モデルでは， φhφ2， φs の 3 個のパラメータを

同時に推定しなければならない複雑なモデルとなってお

り，それだけ推定誤差が増大する.それはまた，予測精

度に影響してくる.

第 2 に， (5.8) の AR 型では時刻 t における値 Wt' が，

24期前， 36期前の値叩't-24 ， w' t-86 に依存する関係にな

っているため，パラメータの推定に利用できるデータの

個数が極端に減ってしまう.これも，推定の標本誤差を

増大させることになる.
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