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1.はじめに

確率過程理論に基礎をおく時系列分析は，科学・工学

の分野では歴史は浅くはない.一般的には，予測や制御

の問題に関連して，定常確率過程をスベクトル表現す

る，いわゆる“周波数領域"からのアプローチが中心で

あった.この方法を経済時系列の解析に応用しようとす

る試みも， l 、くつかなされてきたが，なかなか思うよう

な成果が得られにくい面があった.その理由としては，

ひとつには，スベクトノレを推定するに必要な十分長い

期間の経済データは，一般には得られにくいことが挙げ

られる.もうひとつは，経済など諸々の社会現象の諸変

数には，定常時系列データとみなされるものは，まずほ

とんどないといってよいほど，少ないことも挙げられ

る.

10年少しほど前から，時系列を簡単な自己回帰・移動

平均モデ Jl，-(autoregressive moving-average model) 

すなわち ARMA モデルといわれるもので表現して，“時

間領域"で分析する方法がつかわれるようになってきた.

その方法については， Box と Jenkins の著書 [2J が

くわしく紹介している.非定常なデータについても，な

んらかの階差をとる操作をほどこして，定常とみなせる

ものに変換できるような時系列データは，特に，定質非定

常時系列 (homogeneous non-stationary time series) 

と呼ばれ，取扱いが可能である.経済や，他の社会現象

のデータの場合も，この定質非定常時系列とみなされる

ものが多いが，そのような時系列に関するそデルは，い

わゆる ARIMA モデル (integrated autoregressive 

moving-average model) と呼ばれている.

マクロ経済データについての時系列分析は，米国では，

Sims[ 7 J などの研究がよく知られているが，日本でも，

日本銀行などで先端をきってなされてきた(折谷， [4 J, 

[5 J). 米国での Sims などの研究と対比されるものと

たかもり ひろし青山学院大学国際政治経済学部
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しては， 日本では，榊原氏らの研究 [6J が知られてい

る.

定常な時系列の ARMA モデんを構築する際のモデル

選択に関しては，ボックス・ジェンキンズの方法とはか

なり越を異にしたものとして，赤池氏の提唱される情報

量基準 AIC をベースにして，モデル構造の同定と推定

をほとんど同時に行なう手法が知られている.この方法

については，赤池・中川両氏による解説書[ 1 J があり，

また，統計数理研究所から，コンビュータ・プログラム

“TIMSAC" が利用できるようになっている.

AIC をつかつてのほとんど自動的ともいえるモデル

選択に比べると，ボックス・ジェンキンズ流のやり方は，

(i)モデル構造の同定， (ii) パラメータの推定， (iii) モ

デルの良さの診断 の段階をふみながら手づくりでモデ

ルをつくる感じであるが，それなりに多くの利点をもっ

ている.特に，経済データの扱いのように，季節変動要

因をモデル化する必要があるときにも， l 、くつかの特色

と利点、を活かすことができる.

以下では，実際の経済データをつかって，時系列分析

についての若干の基礎理論，モデルづくりの実際，そし

て予測への活用を説明する.

2. 時系列モデル

2.1 穆率過程

一般に，時間的に引きつづいて観察されるデータ Z"

Z. ， … ， Zt ， …は時系列データといわれている.観察の時間

間隔は，等間隔にとられるのが普通である.時系列デー

タの例として図 1 に示しているのは，わが国のマクロ経

済関係から，ハイパワード・マネーと貨幣供給量(Mdを

えらんで， 1967年-80年の期間における月別データをプ

ロットしたものである.本稿では，これらのデータをつ

かって時系列分析の実際を説明する.

時系列分析においては，観察値 Zh Z2 ， … ， ZN の各値

は，ある確率法則にしたがう確率変数列 Zh Z" …， ZN

のある実現値とみなされる.すなわち，時系列データ
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図 1 通貨供給量(Mtl とハイパワード・マネー: 1967年 1 月 -1980年 12月

Zh Z!， … ， ZN は，同時確率密度関数(同時分布ともいう) … ， Zt吋+d) とが同一であるとき，この確率過程は“強い

Pl巾…，N(守h 7Jh …，加)をもっN個の確率変数 Z1o ZZ， …， 意味で"定常であるといわれる.このとき ， Zt の期待値

ZN の一組の実現値である.このように，ある確率構造 E(ze) ，分散 V(Zt) および Zt と Zt叫の共分散 COV(Zt，

で時系列データを発生する確率変数列の数学モデルは Zt+h) は，すべて時間 t に無関係な定数となる.

確率過程(略して，単に過程ともいう)と呼ばれてい また，同時分布の不変性を仮定せずに，期待値，分散，

る. 共分散(ある次数までのモーメント)のみが，時間的に不

厳密にいうと，ある確率変数 Zí と，そのある実現値 変であるときは，その過程は“弱L、意味で"定常である

句とは，区別して別個の記号を用いるべきであるが，時 といわれる . Z e, Zt+h ..., Zt+d の同時分布が，多変量正規

系列分析の文献では，誤解の恐れのないときは，確率変 分布のとき，その過程はガウス過重量といわれるが，この

数みとかくべきところに Zi の記号を用いていることが ガウス過程においては，弱L、定常性は強い定常性を意味

多いので，ここでもその慣例にしたがうことにする. することになる.

簡単な確率過程の例として，ランダム・ウオークの過 定常過程における Zt の変動は，ある不確定要因のもと

程があるが，この過程では，系列 Zh Z2， … ， Ze， …は，次 で変動しながらも，その平均的水準すなわち E(ze) の周

の確率モデルで発生する. 辺で，平衡状態にとどまっているとみなせる.したがっ

Zt=Zt_l+at (2.1) て，その確率構造の不変性が，ある時間範闘の未来にっ

すなわち，時点 tー 1 から t への変化分は，確率変数 いても仮定されるかぎりにおいて， Zt の未来の変動が

a， で決まる.ここで，系列 a10 … ， Qe， …は，それぞれ E[ZtJ の周辺のどのような範囲にあるかについて，確率

期待値 E(ae)がゼロで，確率分布が同じの，しかも，互 的な記述ができることになる.

いに統計的独立であるような系列である . at と a. は独 定常でない過程では， E(zt) も V(Ze)も存在しない.

立なので， tキs のとき，共分散 COV(at， a.) もゼロとな その簡単な例は，ランダム・ウオークの過程で， (2.1)式

り，互いに無相関でもある.また， at の確率分布は正規 で表わされる過程では， Zt の平均も分散も存在しない.

分布であると仮定されることが多く，このような系列 しかし，ランダム・ウオーク過程の場合，系列Y Z10 …, 

は，ホワイト・ノイズと呼ばれている Zt ， ・・に関して，叩t=Zt-Zt-l で定義される階差系列

2.2 定常過程と定質非定常過程 w" …，叫，ーをとると， これは， (2.1)式から明らかな

定常性について，ごく簡単に要約する.いま，任意の ように，ホワイト・ノイズであり，定常である.このよ

時間原点 t， 時間差 h および観察期間 d において，同時 うに，ある種の階差をとると定常過程となるような過程

分布れ山…，a(Ze， Zt+h … ， Zt吋)とれ山…， d(Zt+h' Zt+h+υ は，定質非定常過程 (homogeneous non-stationary 
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process) と呼ばれる.

2.3 後方シフト演算子について

時系列モデルの数式を操作する簡便な演算子として，

後方シフト演算子B は，

B z,=zl_1 (2.2) 

と定義される.さらに， B2Zt=B (Bztl =BZt_1=Zt_2 

すなわち， Bmzt=Zt_m と定義する.また， Bk(B'ztl = 

Bk+& Zt = Zt-k・8 であるから，演算子どうしの演算として

Bk ・ B'=B'" Bk=Bk+a (2.3) 

も意味をもつことになる.さらに， C, Ch らを任意の実

数とし， k , s を任意の整数として，

CBA: Z,=CZt_k (2.4) 

(C1 Bk+cs B') Zt=C1 Zトk+C2Zt-s (2.5) 
n 

と定義される また， a(B)=EaeBt， p(B)=21bJBj

として，
η， n 

a(B) "゚ (B)=L; L;aj.bjBi+j (2.6) 
�=11=1 

のように，実数に関する多項式と向様の関係が成り立つ

ことを示せる.さらに，交換則 a(B) ・ ß(B)=戸 (B) " 

a(B) も成立することを証明できる.

B隅 Zt において ， m=O のときは， BOzt=z， であるが，

BO は単位演算子と呼ばれ 1 とかくこともある.

3. 自己回帰・移動平均過程

3. 1 自己回帰過程 (auωrecrω瓜.ve proee�) 

時系列過程を表現する有用な確率過程モデルとして，

いわゆる自己回帰モデルがある.これは，過程の t 時点、

の変数々を， p 期前までの過程の値 Zt-b Zト2 ， Zt_p の

荷重和と時点 t におけるホワイト・ノイズat の和として

あらわす.

いま，等時間間隔 t， t-l ， t-2 ， …で観察される定常時

系列を Zt， Zト1) Zt-2 ， …として，これらの平均値 μからの

偏差を Zt ，Zt-h Zt-J，…とする.すなわち， Zt=Zt一μ と

して，

Zt=ﾘ1Zt-h +仇%t-2+ ・・ +øpzl_p+at (3.1) 

であらわされる過程は， ρ 次の自己回帰過程，または，

AR(P)過程と呼ばれている.

後方シフト演算子で (3.1)式を書き直すと，

Zt一世1Bz1一仇 B2Zt-…ーゆpBPzt=at (3.1)' 

であるから， ρ 次の自己回帰演算子を，

ゆ(B)=I-Ø1 Bー仇 B2ー… -øPBp (3.2) 

とすれば， AR(p)過程は，簡潔に，

ﾘ(B)z=at (3.1)" 

と表わせる. (3 .1)式の AR(ρ) モデルに含まれるパラメ

ータは， μ， ø1>ﾘ2' ..., øp と ， at の分散 σ♂であるから，

実際の時系列データに， AR(ρ) モデルをあてはめる場合

には， p+2 個のパラメータを推定しなければならない.

1984 年 2 月号

自己回帰過程が定常であるためには， Bについての方

程式件(B)=O のすべての根が単位円の外側になければ

ならないということが知られている. たとえば Zt=

Zt-1一 0.25 Zt-2+at で表わされる過程は定常である.

なぜなら，これは(l -B+.5BS) Zt=at の過程である

が， I-B+.5B2=O を解くと，根は B=I::!:i であり，

複素平面上で単位円の外側に位置しているからである.

(2.1)式のランダム・ウオーク過程は， (I-B)zt=at で

あるから，ゆ (B)=I-B=O の根 B=1 は，ちょうど単

位円周上にあり，このことからも，ランダム・ウオーク

が定常ではないことがわかる.

3.2 移動平均過程(moving-average proees8) 

時系列分析の応用で，もうひとつ有用なモデルは，次

のような q 次の移動平均過程， または， MA(q) 過程と

呼ばれるもので，

Zt=at-01at-1-0s at-2一… -Oqat_q (3.3) 

で表わされる.ここで， at ， at_h …はホワイト・ノイズ

である . q 次移動平均演算子を O(B) =1-OlB-OSB2ー

.-OqBq とすれば， (3.3)式は簡潔に，

Zt=8(B) at (3.:3)' 

と書ける.パラメータは， μ， 01> 02 ， … ， Oq ， σJ の計 q+2

個である.

3.3 ARMA 過程と ARIMA 過程について

自己回帰の部分と移動平均の部分の両方をもった，よ

り一般化したモデルとして，自己回帰・移動平均過程，

もしくは， ARMA(p， q)過程と呼ばれるものは，

Zt=Ø1 Zt-1+ ・・・ +øpZt-p+a，一角的-1ー・ ..-Oqat_q

(3.4) 

あるいは，

Ø(B)仇 =O(B)at (3.4)' 

で表わされるパラメータとして， μ;φ.，…， ~品p ; 0" …, 

Oq; σa2 の計 p+q+2 個を含んでいる.

ARMA 過程が定常であるためには，似B)=O のすべ

ての根が単位円の外側になければならない.

すでに述べたように，経済などの社会現象で現実に観

察される時系列データで‘は，そのままで、は，定常過程と

みなされるものは少ない.しかし，非定常な変動といっ

ても，それは，その変動にある特定のトレンドなどがあ

るために平均値や分散が存在しないという種類のもの

で，その点を除けば，変動の確率構造が国定していると

みなせるものが多い.そのような過程のモデルとして使

われるのは，いわゆる定質非定常過程である.

過程 {Ze} について，階差系列 {we} を，

Wt=Zt-Zt_1=(I-B)Zt , t=I , 2,…(3.5) 

で，つくることができる.さらに Zt の第 d 階差は，

Wt= (l -B)dZt , t=I ， 2 ， ・・ (3.6) 
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図 2 ハイパワード・マネーと通貨供給量(M，)の対前月増加率:町=マlog.Zt 

で定義される.そして，この階差{町}が定常過程であ ARIMA(p， d， q)過程と呼ばれている.

るとき，過程 {Ztl は“定質非定常過程"と呼ばれてい (3.8)式は，演算子をつかうとゆ(B)Wt=O(B)at であ

る. るから，これに (3.6)式を代入すると ， ARIMA(p ,d , q) 
経済時系列などの場合は，時の経過とともに，変動の 過程の一般的な形は，

振れが次第に拡大していくことが多い.このようなと

き，原データ {Z/} を定常な系列 {We} に変換するひとつ

の方法は，原データの自然対数をとり，さらにその階差

をとることである. この変換で得られる Wt は，概念的

には，原データ Z/ の一期前の値引J からの変化率に

相当する.すなわち，

叩t=logezf-logehF=loge1ELF
Zt-1' 

=log.( 1+五戸~-1' )宇互竺戸
、ゐt-， んt-1

(3.7) 

図 1 に示したハイパワード・マネーと貨幣供給量 (M，)

について，この変換をしてプロットしたものを図 2 に示

す.

定質非定常過程を表現する一般的なモデルは，この却z

が ARMA過程で発生するとするものである.すなわち，

加t=ゆ1却H十・・・ +øp叩t_p+at- 01 at_ ， ー・ .-Oqat_q

(3.8) 

第 1 階差 ωt の系列データが，このように ARMA過

程で発生すると ， Zt は，過去の Wt の総和として，

Zt=叩t+却ト1十四t-2+… (3.9) 

で得られる. (3.6) , (3.8)からなる過程は，自己回帰・

加算・移動平均過程(integrated autoregressive-movｭ

ing-average process) あるし、は，略して，

108 (42) 

。 (B) (1-B)dzt=O(B)at 

である.

4. ARMA 過程と自己相関関数

4. 1 定常過程の自己相関関数

(3.10) 

与えられた時系列データの変動特性を説明できる適切

なモデルを見つけるには，まずそのデータの過去の挙動

によくあてはまる ARIMA(P， d， q) モデルの適当な次数

ρ， d , q を特定化することが第 1 の段階である.これは

モデル構造の同定と呼ばれている.そこで，データの変

動特性は何で表わすかというと，それは自己相関関数，

または，スベクトル密度関数で表わすのが普通である.

定常過程において，時間間隔がh離れている Zt と Zt+k

との聞の自己共分散は，

7k=COV[Zt Zt+kJ=E[(均一μ) (Zt+k一 μ)J (4.1) 

で定義され，これは時間 t に独立な定数で，ラグ k の共

分散と呼ばれる.ここで， k=O のときの 70 は，明らか

に， Zt の分散 V[ZtJ=σ2 に等しい.

また，ラグ k の自己相関係数 Pk は，

Pk=_r聖 (4.2)
10 

で定義される.明らかに， po=1であり，また， n,=7-k> 

Pk=P-k なので. 7k> Pk ともに， k=O に関して左右対
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図 3 MA(I)過程の自己相関関数

称である . k を横軸として， Pk を棒グラフで示すものは

コレログラムと呼ばれている.

(4.1) , (4.2)両式の rk と Pk は理論的な定数であり，

実際には， N個の観察データ Zr， Z2) … ， ZN から，これら

を推定しなければならない . rk を推定する標本自己共分

散 Ck は， N個のデータの平均￡をつかって，

t N-k 
CK=1tzl(zz-E)(ZHK一正 k=O， I ， 2 ， ・・1

(4.3) 

で得られる.さらに，ラグ h の標本自己相関係数 η は，

九
一
向

f
 

(4.4) 

で得られる.これら Ck ， rk ともに， N個のデータにもと

づく推定値であるから，推定誤差(標本誤差)をともな

うことに留意する必要がある.これについては，後にも

ういちど触れる.

4.2 移動平均過程の自己相関関数

1 次の移動平均過程 MA(I) の場合，平均がゼロ，分

散が σJ のホワイト・ノイズを at として，

Zt=μ+at-Olat-l (4.5) 

であるから，この過程の平均(期待値) E[ZtJ と分散

V[ZtJ三仰を求めると，

E[ZtJ=μ+E[atJ- 01 E[aトlJ=μ

V[ZtJ=E[ (at-Ol at_d2J 

=E[at2J-2 01 E[at at-!J +E[012aト12J

(4.6) 

=σa2 ( 1 +012) 

である.また，ラグ 1 の自己共分散は，

rl =E[ (at-Ot at-d (at-l-01 at-2) J = -01σ♂ 

(4.7) 

(4.8) 

であるが，ラグ h が l 以上になると，

rk=E[(at-Olat-d (at_k- Ol aトトdJ=o

したがって， MA(I)過程の自己相関関数は

(4.9) 

k=1 

k>O 

(4.10) 

1984 年 2 月号

となる.例として ， 01 = ー 0.8 の場合と ， 01 =0.8 の場合

のコレログラムを図 3 に示す.

MA(I)過程では， Zt が相関をもつのは Zt-l および

Zt+l のみであり，期聞が 1 期以上へだたった巧と Zt+k

の間には相関がない. MA(I)過程は期以上過去に

起ったことについては記憶が残っていない過程であると

いってよい.

一般の MA(q)過程 : Zt=μ+at- Ol aト1一 ...Oqat_q に

ついても，
q 

E[ZtJ=μ， V[ZtJ 三 ro=σα2 1:: 0♂ (ただし 00= 1)

, -Ok+Ot Ok+t + ・・・ +On_kOn 
( 必 A 肘且 q 応 " k=I , 2,.", q 

Pk=j 1+012+ …+Oq2 
(~ (4.11) 
、 o k>q 

となることを導くことができる.

MA(q) 過程のコレログラムの大きな特徴は，ラグが

1 ， 2，… ， q まではゼロではない Pk の値が現われるが，そ

れより大きいラグ h に対しては， 自己相関係数 Pk がゼ

ロになることである.この特徴のことを， MA過程のコ

レログラムはラグが q から先で，“切り落ち (cut off)" 

があるという MA(q)過程の記憶は ， q 期までしか残存

しないといえる.

4.3 自己回帰過程と自己相関関数

p 次の自己回帰過程 AR(p) は，

Zt=�+ﾘ1Zt-l +Ø2 Zt-2+… +øpZt-p十 at (4.12) 

で発生する.この過程が定常であれば，この過程の平均

値(期待値)について， E[ZtJ=E[Zt-2J=… =E[zトpJ三

μ がし、えるから， (4.12) について期待値をとると， μ= 

ð+仇 μ+Ø2 μ+ ・・+内 μ が得られ，整理すると，

E[ZtJ 三 μ ð (4.13) 
I ー仇-Ø2-"'-Øp

が得られる.次に， AR(I)過程

Zt=ð+Ø1 Zt• +at (4.14) 

の分散 V[ZtJ=ro と自己相関関数 Pk を求める. この過

程が定常であれば，分散が存在し，また， at と Zt-l と

は統計的に独立であるから，
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図 4 AR(l)過程の自己相関騎数

V[句J=V[ð+Øl Zt-l十atJ=ØlS V[Zt-lJ+V[atJ 

(4.15) 

すなわち，

ro=仇'ro+σα2

が得られるので，これを ro について解いて，

σa2 

(4.16) 
l 一仇2

次に， ð=O とおいて，共分散 rl を求めると，

Tt =E[Zt_l ZtJ=E[Zt_l(仇 Zt-l+at)J=φ1rO 

(4.17) 

同様にして，ラグ k の共分散は rk=仇k ・ ro となるの

で AR(I)過程の自己相関関数は，

Pk=工~=φlk
ro 

(4.18) 

となる . Øl=0.8 および仇=ー0.8 の場合について，

AR(I)過程のコレログラムを図 3 に示す.

(4.18)式から，明らかなように， AR(I)過程の自己相

関関数は， MA過程の場合のような切り落ちがなく，次

第に減衰するがゼロになることはない.

一般の AR(ρ) 過程については， (4.12) 式について，

ð=O とおいて，両辺に Zt-k をかけて期待値をとると，

E[Zt_kZtJ=仇 E[Zt_kZt-lJ +仇E[Zt_kZt-JJ + 

…+øP E[Zt-kZt-pJ+E[Zt-katJ (4.19) 

であるから，

rk=φ1 rk-l +Ø.rk-2+ ・・ +φprk-p (4.20) 

となる.この両辺を ro で割ることにより，

Pk=ﾘl Pk-l +Ø.Pk→+…十ゆpPk-p (4.21) 

が得られる . k=I.2. … .P について， (4.21)式は計 ρ 本

の方程式を与えるが，これは ， ø"ø.. … .øP を未知数と
する連立方程式となっている. ただしこの式で k-i<O

のときは， Pk-i=pi-k とする.また， po=1 である.こ

の連立方程式は，ユル・ウォーカー (yule-walker) の

方程式と呼ばれ， 自己相関係数 p" P2. …. Pp から，

AR(ρ) 過程のパラメータ仇.Ø2.....ØP を決める方程式

となっている.また，自己相関係数 Pi の推定値 rltη，

110 (44) 

-・ .rp から，パラメータの初期推定値ム，ム，…'';1'を求

める式でもある.

AR(2)過程の場合，ユル・ウォーカ一方程式は，

Pl=φ1 +ﾘ2P2 

P2='PtPl+ﾘ2 
(4.22) 

となり ， k が 2 を越える自己相関係数については，

Pk=仇 Pk-l +Ø,Pk-. (4.23) 

が成り立つことになる.

以上のように， AR(p) 過程の自己相関関数 Pk は， k 

が P を超えても， (4.21)式にしたがって減衰していく

が，ゼロにはならない.すなわち，切り務ちが起らない.

したがって，過去に起ったことの記憶がいつまでも残存

してL 、く過程であるといえる.
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