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ネットワーク算法による組合せ最適化問題の効率的解法
(修士論文)

(指導教官伊理正夫教授) 東京大学工学部計数工学科今井 浩
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1.はじめに

ORや工学の諸分野における離散システムを解析する

のに，(ポリ)マトロイド，劣モジュラ関数の理論が有用で

あり，ここ 10年ほどのあいだにさまざまな問題に対して

応用されてきた[2 J. 一方，ネットワーク・フロー問題

は，数理計画法の諸問題の中でも最も効率よく解ける問

題であり，また，ネットワークのカット関数が劣モジュ

ラ関数の代表的なものであることも知られている.しか

し，この事実は算法的に十分には生かされていない.

本論文では，まず，ネットワークのカット関数に足切

り (lower truncation) という変換をほどこして得られ

る劣モジュラ関数のクラスという新しい概念を導入し，

それが算法的にネットワーク・フローの手法により扱え

ることを示す.それにもとづいて，この種の劣モジュラ

関数の関連する組合せ最適化問題が，統一的に，かっ，

効率よく解けることを示す.ここで導入する劣モジュラ

関数のグラスは，実用上よく現われる(ポリ)マトロイ

ド，劣モジュラ関数の多くを含んでおり，これにより，

電気回路， リンク構造，多面体線画構造(一般に，内部

自由度を有する工学システム [3 J) に関する問題，また

ネットワークの容量修正問題などを効率よく解くことが

できる.ここでは，まず本論文の最も基本的な部分を概

説し，以降の節で，本論文で提案した手法を具体的な問

題に適用して得られた結果について述べる.

2. 力・y ト関数の足切りとネ・7 トワーク・フロー

有限集合 S に対して R8(R+8) で S 上の(非負の)実数

ベクトル全体の集合を 2 8 で S の部分集合全体を表わ

す. ueS に関する単位ベクトル Xu εR8 を μ(u)= 1 , 

μ(v)= 0 (vキu) により定める.

関数 μ: 2 8→R が任意の X， Y~S に対して，

μ(X)+μ(Y)注μ(XUY)+μ(X 内 Y)

を満たすとき劣モジュラであるという. 多面体 P(μ) を

P(μ) = {;r l;r E R8 , L:悶xx(u) 豆μ (X)(ゆキX~S)}
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で， μ に関する基本関数 sat( ;r)， dep( ;r, u) (;r EP(μ) ， 

U E sat (;r))を

sat( ;r )={vlvES, 't/�>O: x+åχv <l P( μ) }， 

dep(x ， u)={叫pε S， ヨ 0>0: x+δxu-Oxv E P(μ)J 

で定める.基本関数が効率よく計算できるなら， μ に関

する独立流れ問題[ 1 Jを実際的に解くことができる.

ネットワーク N=(V， A ， c;S ， t)(点集合 V， 校集合 A，

入口の点集合 S， 出口 t， 容量 cεRA+; ただし a，， =(t ，

u) ε A(UES) ， c(au)=∞とする)で， fεRA に対して

òfεRV を

。tf(v)= L: a=(町叩)eA f(a) -L: a=(w同)eAf(a) (v E V) 

により定める .fεRA が N上の流れであるとは，

�(v) =0 (v E Vー (SU{t})) ， O豆f(a) 謡 c(a) (a E 

A) 

であることをいう . (òf(u)lu ε S) εR8 を流れfの供給

ベクトルという .N上の S に関するカット関数 p: 28• 

R+ を

p(X) =min{ L: aea+却 c(a)IWnS=X， t <l W~V} 

(Xç二 S)

(ただし ， å+W={ala=(v， w) eA, v E W，加 <l W}(W~

V)) とすると ， P は劣モジュラ関数になる.この p に対

する基本関数が，ネットワーク・フローの手法で計算で

きることはよく知られている.本論文では，同様の手法

が p の足切りに関しても適用できることを示す.

p の d一足切り (d:非負実数) Pd: 28.→Rを次で定める:

Pd(X)=p(X)-d (Xç二 S)

定理. XEP(Pd) , u ， v ε S， e ， o注 O に関して ， x+å抑

ーεXv E P(ρd)であるための必要十分条件は， N上に x+

(å+d) μ-exv を供給ベクトルとする流れが存在するこ

とである.

この定理より ， x十dXu(u ε S) を供給ベクトルとする

N上の流れをんとすると ， Pd の基本関数は次のように

計算できる.

U E sat(x)-N 上で流れんに関して点 u から出口 t
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へ流れを増せる道が存在しない.

dep(x, u)={vlv ε S ， N上で流れんに関して点 u

から点、 P へ流れを増せる道が存在す

る}

3. 足切り横断ポリマトロイド

2 部グラフ B= (S , T;AB) (S(T): 左(右)端点集合，

AB : 校集合 r;;;， SxT) において ， rp ， d: 2S→Rを次で定め
る:

rp ,d(X) =pl {Wl (u， 叩 ) EAB' 担 EX}I-d (X r;;;, S) 

ただし ， p , d は S の各点の次数が d/ρ 以上であるよう

な非負の実数 (P =l= O) とする.このとき ， P(rp ,d) nRs+ 

はポリマトロイドの独立多面体になる.このポリマトロ

イドを足切り横断ポリマトロイド(lower.truncated 

transversal polymatroid) と L 、い ， P(p ， d) で表わす.

このポリマトロイドに対してカット関数の足切りとネッ

トワーク・フローの議論がそのまま適用できる.本論文

の手法が有用であることは，足切り横断ポリマトロイド

として次のような例があることからも明らかである.

(1) 横断ポリマトロイド P (I， O) は通常の横断ポリ

マトロイドであり，この場合，本論文の手法は既知の算

法に一致する.

(2) グラフの閉路マトロイド点集合 V， 校集合 E の

グラフ G= (V， E)に対して 2 部グラフ B(G)=(E，v;

Aa) (E(V): 左(右)端点集合， Aa: 校集合)を

Aa={(e, vtl , (e ， 町 )1 グラフ G で'{Vi ， vj}=eEE} 

で定める.すると B(G)の E 上の足切り横断ポリマトロ

イド P(l ， l) は，グラフ G の閉路マトロイド Ma に一致

する.このことから，これまで木の概念にもとづいた算

法しか知られていなかったグラフの諸問題に対して，ネ

ットワーク・フローの手法にもとづいた，より効率的な

算法を構成することができる.本論文では， Ma を k 回

合併して得られるマトロイドの基が O(が IVI2) の手間で

求められること，グラフ G の基本分割が O(JVI2)の手間

で，またその詳細な基本分割が O( IEl 8 1oglvl) の手間

で求められるととなどを示している(従来のやり方では

それぞれ， O(IEIJVI 勺 O( IEI'-6) の手聞がかかった).

これらの結果は，電気回路網の基本的諸問題に応用でき

る.

(3) 平面リンク構造のマトロイド リンク構造とは，

剛体である棒材と，棒の端点同士をつなぐ節から成る滑

節構造物である.平面リンク構造に関しては，剛性に関

して冗長な棒材を含まない部分構造全体がマトロイドを

成すことが知られている.ここで棒材を校，節を点とす

るグラフを G=(V， E) とすると ， B(G) の E上の P(2， 3)

はこのマトロイドに一致する.したがって，平面リンク
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構造に関する問題に対して本論文の手法が適用でき，た

とえば， リンク構造の最大な静定構造を O(IEIJVI) の

手間で求めること，また内部構造の従属関係を効率よく

知ることができる.

(4) 内部自由度を有する工学システム 本論文の手法

は，杉原[3Jにより研究されている内部自由度を有する

工学システムへと拡張することができる.すなわち，本

論文で展開されたネットワーク算法に関する技法，およ

び劣モジュラ関数の理論の応用法を，適時，用いること

により内部自由度を有するシステムの冗長でない極大な

部分システムを求めること，およびその構造に関して内

部の従属関係を調べることが効率よく行なえる.本論文

ではその一例として，多面体線画の正則性判定問題を採

り上げ，従来のものより速い算法を与えている.

4. ネ'.，トワークの容量修正問題

足切り横断ポリマトロイドは 2 部グラフに関して得ら

れたものであったが，一般のグラフを基にしたネットワ

ークのカット関数の足切りを考え，独立流れ算法を適用

することにより，次の問題を効率よく解くことができ

る.

ネットワークの容量修正問題:根とよばれる特別な 1

点 T が与えられたネットワーク N=(V， A , c) で，根以

外の各々の点から根 r への最大流の値があらかじめ与え

られた値 k 以上になるよう，ネットワークの各技の容量

を増量することを行なう(あるいは，各校で順方向と逆

方向の容量の和一定の下で，その割合を変化させる).こ

のとき，各校で容量を 1 単位増すのにかかる費用が与え

られているとして，最小費用でネットワークを修正せ

よ ... 

各校の最初の容量がすべて O の場合の問題は，ネット

ワークの構成問題になる. この問題は容量，費用， k が

整数のとき，一般に多項式オーダーの手間で解け，また

k を定数とみなした場合には O(IAIIVI2) の手間で解け

る.

5. むすび

本論文では，カット関数の足切りにより表わせる劣モ

ジュラ関数が，ネットワーク・フローの手法により算法

的に扱えることを示し，それにもとづいて，足切り横断

ポリマトロイドという統一的枠組の下で種々の離散的工

学システムが効率よく解析できることを示すとともに，

ネットワークの容量修正問題という ORの問題が効率よ

く解けることを示した.また，本論文では劣モジュラ関

数の足切りに関する理論的解析を行なし、，本論文の手法

の適用範囲について考察を加えることも行なった.今後
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とも，内部自由度を有する工学システムに関して個々の

システムの特殊性を生かした解析手法を確立すること，

ネットワークの容量修正問題に関してさらに一般的な問

題に対する算法を構成することなどにより，より多くの

現実問題が本論文の手法に沿って解かれることが期待さ

れる.
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