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1.はじめに

Gauss-Jordan の掃出し法 (Gauss 法または掃き出し

法と略す)は，大学理工学課程の線形代数において，逆

行列解法として習われた方も多いと思います.しかし，

統計計算における掃き出し演算子の重要性は，重回帰分

析の最小二乗法それ自体を理解するための重要な手法で

あり概念でもあります.この副産物としては，パラメー

タの推定値，誤差平方和， 行列式， 各種平方和， Dooｭ

liule 行列， Cholesky 行列，一般逆行列等が得られる.

また逐次変数選択法と総当り法のアルゴリズムを与えて

くれる.

このように，統計上重要な手法であるにかかわらず，

日本語の文献による紹介は少ない. 自についたかぎりで

はドレイパー[文献 1 ]，小林〔文献 2 ].石JII[文献 3 ]に

紹介されている. そこで， 本稿では統計解析システム

SAS* (Statistical Analysis System) の開発者の 1 人

G. H. Goodnight による文献[文献 4 ， 5]を中心にし

て紹介したい.

ここで扱うモデルは(1. 1 )で示す重回帰モデルである.

y=X/Hs (1. 1) 

y: (nx 1)反応ベクトル

X: (nXp)配置行列.通常 1 列目は定数項に対

応し 1 の値をとる

β: (px 1)未知回帰係数. 通常第 1 要素は定数

項パラメータ

s: (nx 1)誤差ベクトル

2. 逆行列と掃き出し法

2.1 導入

掃き出し法は，正則な n 次正方行列 Aの逆行列 A-' を

求めるために，拡大行列 [A:E] に次の行演算を行なう.

[行演算]

しんむら しゅういち住商コンビューターサービス紛

1983 年 11 月号

①行をスカラ一倍する.

②ある行に他の行のスカラー倍を加える.

そして，元の行列A の場所を単位行列化することによ

り単位行列 E があった場所に A-l が求まる.

行演算
[A:E]一一一→[E: A-l] (2.1) 

この変換は，次の n 元 n 次連立方程式(2.2)

Ax=c=(Ec) 

A: (nxn)係数行列

x: (nxl)変数ベクトル

c: (nx 1)定数項ベクトル

の解を得るために，

①'方程式を定数倍する.

(2.2) 

(, 1 つの方程式の定数倍したものを他の方程式に加

える，と L、う操作によって解を求める過程をおと c の係

数行列A と E についてまとめたものと同値である.

2.2 例題

次の 2 元 2 次連立方程式(2.4) を考える.

3x,+ lxz=C, 
6x1+3xz=cz 

(2.4) 

以下では，通常の方程式の消去法により解を求める操

作を左側に，その係数行列の変化を右側に対応させて書

くことにする，

①最初の方程式に 1/3 を掛ける.

x 1+1/3xz=I/3c, /1 1/3: 1/3 0¥ 
t . : . (2.5) 

6x,+3xz=cz \6 3: 0 11 

②次に，最初の方程式の-6倍を 2 番目に加える.

x ,+1/3xz=I/3c, /1 1/3:1/3 0¥ 
I _ .) (2.6) 

xz =-2c，十Cz\o 1 :-2 11 

③最後に 2 番目の方程式のー 1/3 倍を，最初の方程

式に加える.

X, =Clー 1/3cz /1 0: 1-1/3¥ 
. t.¥(2.7) 

x z=-2c,+cz \o 1; -2 1 1 

以上のように，方程式の代入消去による過程と行演算

持 SAS は SAS 社の登録商標である.
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は l 対 l に対応している.

一方，容易にわかるように， c=(1 1)' のような具体的

な値をもてば A-1C で解が求められるが， (2. 1)で単位行

列 E の代りに直接 Ec=c=(1 1)' を置くことにより c

の場所に解 Z が求まる.

行演算
[A!c]一一一一→[Eix(=A-1 c)] (2.9) 

逆行列と解を同時に必要とする場合は，次の拡大行列

に行演算を行なえばよい.

行演算
[Aici E]一一一→[Ei A-1 ci A-1] (2.10) 

以上から，行演算は鉱大行列の左側から行列を掛ける

ことに等ししそれが逆行列の場合に意義がある.

A-1 を掛ける
Ax=←一一一一→x=A-1 c (2.11) 

A-1 [Aic]-一一→[A-1AiA-1 c]=[E!x] (2.12) 

3. 重回帰モデルへの応用

3.1 導入

重回帰モデル(1. 1)の解は， b を変数とし X'X と X'y

を係数行列とする次の連立(正規)方程式の解b として求

められる.

X'Xb=X'y (3.1) 

この時，次の拡大行列 (3.2) に行演算を実行すれば，

(2.9) と同じく解 b が元の X'y の場所に求まる.

行演算
[X'XiX'y]一一一→[E!b] (3.2) 

X'X を単位行列化する行演算は， (3.1) の両辺に逆行

列 (X'X)-1 を掛けて b=(X'X)-1X'y を求めることに等

しい.

3.2 誤差平方和

b 値に加えて誤差平方和を得るためには，次の拡大行

列を考えればよい.

[η;竺 l
y'X y'y 

もし， (3.3) の左側に次の行列 (3.4)

[竺'~;iï-~-1-!--H-y'X(X'X)-1 i 1 

を掛ければ，

[-: y'y-ル均 1o i y'yーダX(X'X)-1X'y J 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

になる. (3.3) の左側に行列 (3.4)を掛けて行列 (3.5) が

得られたので，次の行演算が可能である.

[竺;ロ] rrìí宇竺[干:---------(-~?)勺 l 
y'X i y'y J L 0 :y'y-y'X(X'X)-1X'y I 

586 (50) 

このように， X'X の場所を単位行列化するという行

演算を行なうことにより， パラメータ β の推定値 b=

(X'X)→X'y と誤差平方和 SSE=y'(E-X(X'X)-1X')y

が求められた.ここで(E-X(X'X)-1X') は， X の直交

補空間への射影行列である.

3.3 重回帰モデルの鉱張

重回帰モデル(1. 1) で，パラメータ β が同じで異なる

k 個の反応ベクトノ~ y1> … ， yk を考える. この h個の重

回帰モデルをまとめて (3.7)のように表わすことにする.

Y=XB+Ee (3.7) 

ただし ， Y=(Y1Y2 ,…, Yk) , E=(-1> …, -k) 

この時， (3.6) は次のように変更される.

[-i~i- i:，-~] 行演算[-:- ;-y;y0i宮~-i:~~x'-y1 1-ーーー一ー一一ー→ l 一 l 

Y'X i Y'Y J L 0 i Y'Y-Y'X(X'X)-1X'YJ 
(3.8) 

この時， (X'X)-1X'Y の各列は k個の重回帰モデルの

推定値B=(b1> … ， bk ) になる.一方， Y'Y-Y'X(X'X)-1 

X'Y は (kxk)の誤差平方和積和行列 (SS & CP) を表わ

し対角要素は各モデルの誤差平方和を表わす.

4. ADJUST(k)演算子とザプモデル

4.1 ADJUST(k)演算子

以上述べた行演算の特別なものとして，行列UA の対角

要素 akk で次のピボッティングを行なう ADJUST(k)

演算子を定義する.

step 1 : k 行を akk で割る.

akj=akj/akk(j = 1,… , p) 

step 2 : iキk の i 行から ， (aik xk 行の値)を減じる.

atj=atj-atk (akj/akk) 

=aij-a枕akj/akk (4.1) 

( i キ k ， j=l ， … ， p)

4.2 ADJUST(l)の適用

次の 2 変数モデル (4.2) を考える.

約=ßO+ß1Xt+ß.Zt+匂 (i=l ， … ， n) (4.2) 

この重回帰モデルの (3.6) に対応する拡大行列 A は次

の通りである.

I n L;xt L;Zt L;Yt l 
A=I L;Xt L;Xt2 L; x内 L; XtYtI (4.3) 
I L;Zt L;ZtXt L;Zt2 L;ZtYt I 
LL;仇 L; YtXt L;YtZt L;Yi2 J 

ADJUST(I)演算子を A で実行すれば，次の (4.4) の

行列 A1 が得られる.

i1ix ii � l 

A1=|0(ZZ12-nZ223Fz-nZ王 L;xtYt-nxÿ 1 

I 0 i L;xtZt-nXz L;Zi2-nii2 L; Zi仇-n却|

L 0: L;xtYt-nx� L;ZtYt-nii� L;Yt'-n�2 J 
(4.4) 
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行列 A1 の右上 (1 X3)行列は X，次の各サプモデルの

推定値を表わす.

X=゚o'+e' 

z=ßo"十 ô" (4.5) 

Y=戸0111+ε川

この時， ßo' ， ßoぺ ßO'" の推定値は x ， i ， y である . A1 の

宥下(3X3)行列は，平均値による修正済み平方和積和行

列である.この対角要素は， (4.5)の各サプモデルの修正

済み誤差平方和になる. また ('E. xizi-nxi)/( .vf'E..i百

二五京T ゾ豆五ζ石可)は Z と z の相関係数を表わすこと

から ， X， 官 ， z の相関行列が簡単に求まる.

4.3 サプモデルの拡大行列

配置行列 X を 2 つの部分行列 X1 と X2 に分割した場

合， X'X は (4.6) で表わされる.

fX ,'\ fX.'X. X.'X。\
X'X=[ ~:.I (X1X2)=[ .."..." .."..."1 
¥X2'I ¥X2'X1 X.'X21 

これを (3.3) に代入して (4. 7)が得られる.

(4.6) 

[イ!?171?!??] 阿弥り,'X 1 X.'X. X.'y 1=1 X2'X1: X.'X2 X.'y 
y'X1 y'X2 y'y J L y'X1: y'X. y'y 

(4.7) 

この (4.7) の右側のように X'X の代りに X1'X1 を考

えれば，元の X に対応するパラメータ β=(β1β2) の部

分パラメータ β1 を説明変数とし， Y=(X2 y) を反応行

列とする(3.7) と同じ次の重回帰モデルを考えたことに

なる.

Y=X1B1+E. 

ただし ， B1 =( {J1X， β1) 

βlX ， は X2 を反応変量とした場合のパラメータ.この

ことと 3.3 節から， ADJUST 演算子の実行は，拡大行

列の右上部に各サブモデルのパラメータの推定値，そし

て右下部に誤差平方和積和行列を生じさせる.

4.4 ADJUST(2) と (3)の適用

行列 A1 に ADJUST(2) を適用して行列 A2 を得る.

1"1 0: bo' bO" 1 

A.ー lpu hFrl 
I 0 0: _ _ _ __ I 
I • .: SS&CP I 
LO 0: 

(4.9) 

A2 の右上 (2X2) 行列は，次のサプモデルのパラメー

タの推定値になる.

Z=戸。'+ßl'X+εF

Y=゚ OI+゚t"X+ﾔ" (4.10) 

右下(2X2)行列は，これら 2 つのサブモデルに対する

誤差平方和積和行列になり，その対角要素は+ブモデル

の誤差平方和になる.

最後に ADJUST(3)演算子を行列 A2に操作して行列

1983 年 11 月号

Aa を得る.

11 0 0: bo 1 
I 0 1 0: b1 I~"~:~' (4.11) 
I 0 0 1: b. 

L 0 0 0: SS&CP J 

行列 Aa は， (4.2) の 2 変量モデルの推定値と誤差平方

和を与える.

さて，行列 A の (i，j) 要素を aij で表わすことにすれ

ば， y'y が格納されている a“要素は， ADJUST(k)が

実施されると (4.1) より (ak， )2/akk だけ減少する.この

誤差平方和の減少分が，んのタイプ I 平方和とよばれ，

逐次 F 検定 (Ho : んキO(forj=l ，… ， kー 1)ん=0) に用

いられる平方和である.

一方， 行列 A が ADJUST(1)から順に ADJUST

(kー 1) まで行なわれた時，要素 akk は次のモデルの誤差

平方和になる.

Xk=ßO+ß1 Xl+ …+ßk-1Xk.l+e (4.12) 

このモデルの R2 値は， CSSK を Xk の修正済み平方

和とすれば (4.13) で定義される.

R'k=(CSSk-akk)/CSSk (4.13) 

この時， Rk2>.999のような大きな値をとれば， Xk は

先行する Xh ""，xk-l の線形結合とみなせるので， R'k 値

は多重共線性のチェッグとして使える.

5. READJUST(k)演算子

次のような拡大行列 (5.1)の部分行列 X'X の対角要素

を ADJUST で操作することにより，回帰係数，誤差平

方和(SSE)，そして逆行列が同時に計算される.

[rx 均 EjADJUST[E b(ル1
一一一→ I (5.1) 

y'X y'y OJ X'X L 0 SSE -b' I 

これは，次の行列演算に等しい.

[=~-;-竺竺 :--0--1問~'u.!子 LiE b (X'X) • l 
-y'X(X'X)-I! E J Ly'X!y'y i 0 J LO SSE -b' I 

(5.2) 

この ADJUST 演算子を表わす行列の逆行列は (5.3)

で与えられる.

じ::] (5.3) 

この行列を ADJUST 後の拡大行列の左側から掛ける

と，元の拡大行列が復元される.

[E b(X'X)叩ADJUST[M 均 :J
1 一一一一一一一ーー一一一歩

o SSE -b' J (X'X)-1 Ly'X y'y 0 
(5.4) 

そこで，この逆 ADJUST 演算子(READJUST) は，

(X'X).1 を単位行列化することがわかる.
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逐次蜜数選択法

ADJUST 演算子はモデルに変数を取り込み， READ

JUST演算子はモデルから変数を掃き出す.これを用い

て逐次変数選択法と総当り法が行なえる.これを次の 2

変数モデル (6.1)を用いて説明する.

8. 

以上のステップをまとめると次のようになる.

step モデルと誤差平方和部分モデルと 誤差平方和

o y=O 11 xa=Oorxl =0 11or40 

y=1 4 xz=lorxl=2 

5 
官=0+-;;，-X1 X2=一一-=-X

乙 3 3 

40r 12 

8 
3 

2 

5 , 3_ 3_ 5 
y=~+ 引- ;:， x2 一8 . 8.  8"  8 
3 

(6.1) 

[j;lf 
Xo X1 X2 

4 0 

3 0 

2 1 

3 2 

1 1 

1 1 

o 2 

y 

一
一

。
4
q
L
'
A
'
A
'
i

ハ
U
n
u

百=0

フルモデル(ステップ 3 )から 1 変数引を掃き出すこ

とによって生じる誤差平方和の増分を，変数 Xt のタイ

プE平方和と呼ぶ.この値は ， Cu を (X'X)-I の i 番目

の対角要素とした場合， (ßtJ 2/Cii で与えられる.ステッ

プ 3 から ， X1 のタイプE平方和は (1/4)2/(1/4) = 1/4, x2 

のタイプE平方和は (2/3)2/(2/3) =2/3 であることがわ

かる.このタイプE平方和を用いて Ho: ん=O， ßJキO (j

=1 ，… ， i-1 ， i+1 ， … ， p) と L 、う仮説検定が行なえる.

3 

40r 12 

xl=3-X2 

xz=lorxl=2 

7 

4 

11 

4 

3t-14-3 
一一 --~. 

8 4 

百 =1

4 

6 

5 
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SWEEP(k)演算子

SWEEP 演算子は， ADJUST 演算子(7.1) で得られ

る回帰係数・誤差平方和・逆行列を， 配列 [EO]' 相当

分を削除して行なう (7.2).

[干叩V!竺]竺竺~[ι;?j仔，![']
y'X y'y i 0 J for X'X L 0 ! SSE i -b' 

(7.1) 

7. 

(6.4) 

[-~;---:::--] :::~~[-(-~~~);~~i--s:i] (6.5) 
(7.2) 

SWEEP 演算子は Ralston により提案され， Beaton 

により完成された.このアルゴリズムは， (6.2)から (6.

8) までを検討すれば容易にわかる.特定の変数がモデル

中にあれば， X'Xの対応する列の対角要素が 1 に残りは

零になる.そしてEの対応する列のみが変化を受ける.

この変化を， X'X の対応する列に実現すれば SWEEP

演算子が作られる.

[SWEEP 演算子の定義]

対称正定値行列 A=(aij) に対して SWEEP(k) 演算

子は次のような変換を行なう.

step 1 : d=akk と置く.

step 2: k 行を d で割る.

(6.6) 

(6.7) 

'
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ステップ 4

X1掃き出し
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step 3: k 以外の i 行について b=aik と置く行か にある SAS 社に Goodnight 社長を訪問した.薄暗く

ら (b ホ k 行)を引き ， a i/， =-b/d と置く. した部屋でターミナルを前に哲人然、として座る同氏に，

step 4: akk=l!d と置く. 日本での種々の問題点を提起したがまったく興味を示さ

SWEEP 演算子は ADJUST 演算子の修正法にすぎ なかった.話題を変えて「掃き出し法J を日本で普及し

ないので， READJUST 演算子の修正法である RESW t.品、旨述べたところ，キャビネットから同文献を 5 部も

EEP 演算子も同様に定義できる. とりだし杭の上になげだしてくれた.変人としてなる同

次に， (6.2)から (6.3)に対応した SWEEP(1)演算子 氏の学者としての喜びのー表現であったと推察する.

の操作例をとりあげる[付録J D鵬首悦le 法と LU 分解

3:0 3:1 X2 ﾟ 

ステップ o 17 14 7 7l 
1 14 40 10 201 拡大行列 I 1.  lV  LU  I 
1 7 10 11 4 1 (6.2) I I 11 -r I 
L 7 20 4 l1J 

, 1 2 1 � 

I 14 40 10 20 I 
ステヴプ 1 ・ 2 I -- -- ----I 

1 7 10 11 4 1 

L 7 20 4 l1J 

(7.3) 

(7.4) 

, 1 2 寸

1 -2 12 -4 6 1 
ステップ 3 I --- --I 

1-1 -4 4 -31 

Lー 1 6 -3 4 J 

�211  
ステザプ.4 I ", . I -2 12 -4 6 
(6.3) 完了|ー 1 -4 4 -3 

-1 6 -3 4 

以上から， ADJUST 演算子から得られる回帰係数・

誤差平方和・逆行列・タイプ I と E平方和と同じものが

配列と計算量のより少ない SWEEP 演算子で求まる.

+プモデルに対しても同じことが言え， (4. 7)の拡大行列

の X1'X， に SWEEP 演算子を適用すると， 射影行列

M , =E-X, (X，'X，) ー'X，' を用いて (7.7) になる.

[Xル fxtX1)4XJXVM叫
-X2'X1(X ,'X 1 )-1 !X2'M,X 2 : X 2'M,y 

-y'XdX1'X1)-1 !y'M,X 2 : y'M,y 

(7.7) 

(7.5) 

(7.6) 

8. おわりに

本稿では， Gaus.s-Jordan の掃き出し法を発展した

ADJUST 演算子と SWEEP 演算子を，正規方程式と

関連づけられた拡大行列に作用することにより種々の統

計量が得られることを示した.一方，付録で述べた

Doolittle 法と Gauss-Jordan 法の数値計算上の評価

は伊理先生の[文献 6J が参考になるので紹介しておく.

余談になるが，本講座のもとになった文献[ラ]を調

べれば，さらに一般化逆行列への拡張を知ることができ

る.紙幅の都合で割愛する.本年 1 月ノースカロライナ

1983 年 11 月号

Doolittle 法は，前進解と後退解の 2 段階よりなる.

前進解は対称正定値行列A に行演算を行ない上三角行列

B を作成する.

r al1 a12 a18 1 ="""..... rbl1 b12 b181 1"'11 "'12 ""18 I 行演算 I vll Uu V181 
A=I a21 a田知ト一一→ B=I 0 bZ2 b回|

La31 asz asaJ L 0 0 bssJ 

ここで， bl1 =a l1, b12 =a12, b18=a18 

bzz=a回-a122!al1

b回=a日-aUalS/aU

bss= (a l1azza回- a ,.'ass-aZZa18'-al1a2S2 + 
2aUa18a2S)! (al1azz-a122) 

B の各行をその対角要素で割ったものを C とすれば

A=C'B となる.

r 1 0 01 rbl1 

C'B=I bll/bl1 1 0 I I 0 
Lbll/bll b28!b22 1 J L 0 

b12 b181 
b'2 b悶 l

o bssJ 
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この時， IAI=IC'IIBI=nbu と簡単に行列式の値が

求まる.一方， B の各行を対角要素の平方根で割った行

列を U とすれば， U は行列 A のコレスキー分解になる.

A=U'U 
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