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一一トーマス・ベイズをめぐって
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1. トーマス・ベイズその人

時代は 18世紀の中葉，清教徒革命，王制復古，

名誉革命の動乱の時代は遠く去り，イギリスは，

2 大政党による議員内閣制の発展と円熟を楽し

み，新大陸植民地を経営して，国運の隆盛を謡歌

していた.そのイギリスの南，ケントリー|、|の小ぎれ

いな町タンブリッジ・ウェルズに“シオンの 111"

(Mount Sion) と L 、う公民館があった.そこに長

老派(プレスピテリアン)の専任牧師がおり，その

名を， トーマス・ベイズ(Thomas Bayes, 1702-

げ61)といった.彼はその生活を楽しんでいるよ

うであったが，しかし，彼は聖職者であるからで

あろうか，独身であった.彼の父，ヨシァア・ベ

イズも，非国教徒(non-conformist，英国教会に

したがわない者)としてははじめて，公式に聖職

に叙任された者の l 人であった.

このベイズこそ，今日「ベイズ統計学J (Bayeｭ

sian statistics) といわれている統計学の考え方

の濫簡をなすものである.

しかし，彼のくわしい生い立ちについてはほと

んど何も知られていないといってよい.同時代の

一流といわれた，確率論方面の大数学者ド・モア

ブル (de Moivre, 1667斗 754) ，ダユエル・ベル

ヌーイ (D. Bernoulli , 1700-1782) とどのような

学問上の交信があったかも明らかでない.数学の

まつばら のぞむ筑波大学社会工学系
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教育をどこでどのようにしてうけたかも不明であ

るが，ロンドンで文学，言語学，自然科学を学ん

だことは，一応たしかとされている. 1742年，王

立協会(Royal Society)のフェローに選ばれてい

るが，その基礎となった業績は，哲学などの形而

上学の論文であったようである.

彼の手になる数学上の論文は 2 点を数えるのみ

であり，それも彼の死後 (1764年) ，友人 R. プラ

イス (Richard Price，生命保険の創始者の l 人と

されている)によって出版されたものである.最

初のものは，スターリングの公式 ln(x !)の発散

を論じており，あとのものが他ならぬ有名な「ベ

イズの定理J (Bayes' theorem, Bayes' rule) と

いわれているものを含んでいる，そう長くはない

エッセイである.そのエッセイの中で，今日のベ

イズの定理に対応している部分は， ["第 9 命題」だ

けといってよく，それも，現在のベイズの定理に

したのは， S. ラプラス (S. Laplace, 1749-1827) 

である.実際，エッセイは難渋で真意不明箇所多

く， ["ベイズの定理Jの内容は，実はラプラスに帰

すべきであるとし、う諸説も多い.

エッセイは「確率の考え }jにおける，ある問題

の解法に関する考察J (“An Essay toward Solｭ

ving a Problem in the Doctrine of Chancesっ

と題されている.

2. r原因」の確率ーベイズ統計学の本質

今日，ベイズ統計学はさまざまな形で主張さ
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れ，また，賛否両論も従来よりきわめて多〈論ぜ

られているが，その本質は要するところ，次の 2

点につきる.

a. 経験事実が与えられたという状況のもと

で，その原因の確率をベイズの定理を用いて

計算する.

b. 確率は主観確率(objective probability) 

の概念をも許す.

この a， b の問題は一応別個のようにみえるが，

実は互いに他を必要とする密接不離な問題であ

る.

a は，つまりは帰納論理(inductive logic) と

いうことである.帰納論理は統計学の真髄であり

精神である.すなわち法則の追求であるが，ベイ

ズは，ある現象(ベルヌーイ試行)を支配する確率

ρ(成功の確率)の“ありか"を，試行の結果 (x

回の成功， n-x 回の失敗)から追求するという形

で問題を提起した.

“His design was to find out a method by 

which we might judge concerning the probaｭ

bility that an event has to happen, in given 

circumstances, upon supposition that we 

know nothing concerning it but that, under 

the same circumstances, it has happened a 

certain number of times, and failed a certain 
number of times" (pp. 370-1) 

(この問題設定は哲学のいわゆる“traditional

problem of induction" のそれと完全に重なる)

ベイズは，第 9 命題(Preposition 9) で解答と

して，

，~ px(l-ρ )n-官p

P(a<p<b) =~子一一一一一一一 (2. 1) 
lops(1-p)rsdρ 

を示した.これによって ， p がどの程度の値かの

言明が得られたことになる.まさに，事象の原因

の確率一ベイズはこの語を用いなかったがーまで

遡れたわけである (原文は積分jを使用せずベ
面積 area なる概念を用いている. ) 

1983 年 9 月号

C B 

日

図 1

上記の命題を，確率密度の形でかけば，

p3!(I _p)…/~;px (1 -P)…dp (2.2) 

となるが，これが，ベイズの定理の歴史上はじめ

ての表現である.実際，通常の形

ω仰州(仰例θ剖)f引内州(何川Z刈M刷|同川0剖) /~9νef初( 剖即州f六μ州(何川Z刈xl8θ剖仰)

において ， 8=P， θ=[0， IJ, w(θ) 三 1 ， f(xlρ)= 

nC:r: p"(I-p)n-.. とおけば， (2.2) となる.

ベイズが述べたことで、， ~、ま l つ重要なことは，

(ρの)一様分布の導入である.ベイズは「要請 1 J 

(Postulate 1) で， rρ が任意の二点 a， b(a<b) の

問に入る確率は， b-a の， 全体 [O， IJ の長さに

対する比である J と仮定した. その根拠につい

て，有名な「注釈J (scholium) で次のように述べ

ている. rわれわれが事象の確率 p について， 試

行をする前に何の知識も有していないときには，

その(上述の一様分布の)考え方を用いることにす

る.その根拠は，そのような事象に対しては， (成

功の)出方のある回数が他の回数よりも多いとは

考えられない， ということである J 実際， ρ が

[O， IJ 上で一様分布するとすれば，この文の後半

*l 積分記号はライプユッツが1686年にはじめて用いて

いる.
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~t.， 

~:nC"P"( 1-p)n-吻

=nC., . ゚(x+ 1, n-x+ 1) (ベータ関数)

=nC.,. r(x+1)r(n-x+1)/r(n-x) 
=1/(n+1) (x=O , I, …, n) (2.4) 

なることを洞察していると思われ，この時代とし

ては鋭い直感力といわざるを得ない.事象の起こ

り方の法則について知識を欠く不知ignorance の

状況では，一様分布を要請するという考え方は，

そのまま S. ラプラスに引きつがれ，今日のベ

イズ統計学において「理由不十分の原理J (Prinｭ

ciple of insufficient reason) といわれる重要

な原則をなしている.

ベイズの第 9 命題を引きついで発展させたの

は， S. ラプラスである. ラプラスは「原因の確

率J (probabilit� des causes) という語をはっき

り用いて，ベイズの得た結果に明確な意味解釈を

与えた.彼は，あまりにも有名な「確率の解析J

(Th駮rie analytique des probabilit白)の第 1

版( 1812) で ， j=I ， 2 ， … ， n を n 個の原因とし， pl, 

…, pn を当該事象の各原因からの起こり方とする

とき，その事象が起こったという条件のもとで，

それが原因 j から起因したとし、う確率は，

p，信;l (2.5) 

で与えられる，と述べている.これは，原因の確

率分布が一様で、あるときであり，第 2 版(1814) で

は， Wt，… ， Wn があらかじめ事前に有している原

因の予想を表わす確率分布一いわゆる， r事前分

布 prior distributionーで、あるとすれば，原因

j の確率は，

WIPj/51mpt (「事後分布J) (2.5) 

で表わされると，数行つけ加えた.これによって，

今日「ベイズの定理」といわれている定理の形式

と意味解釈が，最終的に整ったのである.

ついでながら，ラプラスはベイズを引用しなか

ったので，ベイズの定理の功績は，ラプラスに帰

すべきか， (定理としては)要を得なかったベイズ
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に帰すべきか，後世の議論は別れることとなって

いる.

3. ベイズ，ラプラスから近代確率論へ

ベイズの定理は，ラプラス以後，主としてヨー

ロ y パ大陸を中心に一定の程度に受け入れられて

きた.しかし，批判も数々加えられたといってよ

い. R. フィッシャーの批判は，最も有名なもので

ある.

批判の根拠は，確率の「客観説J(objective proｭ

bability)，特にいわゆる「相対頻度的定義j

(relative frequency definition)に求められる.

A という事象の確率を， Aの起こった回数の相対

頻度の極限として定義するというものである.つ

まり pA=lim(ね/n). 信頼係数 1 一α の信頼区間

I は，それがサンプル値という固定値から作られ

ているとしても，“無限回 I を作ったときに l 一α

の割合で当る計算である"という 1 つの頗度説的

約束(あるいは了解)の上に，概念そのものが成立

している.

これに対して，ベイズの定理 (2. 1)はそのよう

な想定を必要としない.頻度説は， r無限」によっ

て確率の概念を作り出したが，ベイズの定理は，

p そのものがすでに確率的存在となっている.事

前分布の概念さえ容認すれば， p の“ありか"に

関する確率言明が定理自体の帰結として，ただち

に得られる.これは何といっても大きな魅力であ

る.

考えてみれば，古典確率論がすでに圧倒的に頻

度説の中にあった.ベイズのエッセイの中で，プ

ライスが前書きしているように，確率論の先駆者

ド・モアブルの仕事

“If a verツ great number of trials be made 

concerning any event, the proportion of the 
number of times it will fail in those trials, 

should differ less than by small assigned 

limits from the proportion of the probability 

of its failing in one single trial" (372-3) 
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は，大数の法則，つまり，ある事象の確率と相対

頻度の収束関係についての法則を述べており，そ

こでは確率pは所与(つまり固定)と仮定されてい

る. (これは， むしろ演緯論理に近いとさえいえ

る.大陸の合理論一演緯論理ーは，デカルトから

始まったが，その流れの中にあると考えられる. ) 

つまり，ベイズは，これと逆の問題を解いたので

ある.

信頼区間の考え方をはじめとして，数理統計学

の諸方法における確率の考え方をめぐる論争は，

むしろ，確率を必ずしも頻度的に解釈しない，い

ろいろな考え方を生み出した. r論理確率J (logiｭ

cal probability) を主張した J.M. ケインズ，科

学方法論の立場を強調した H. ジェフリーズをは

じめとして， F. ラムゼイなどが輩出した.

4. 主観確率と統計的決定理論

一一ベイズ統計学の展開一一

主観確率(subjective probability) は，確率の

頻度説(客観説)に対して，人聞が，対象に与えた

「確信の度合J (degree of belief) を基礎におく

確率の解釈である.ペルヌーイ試行を例にとれ

ば， 頻度説では， 尤度関数 f(x;ρ)=飽C"， P'"( 1-

p)n-x で，サンプルの出方を分析する. しかし，

主観説(主観確率)は ， p の(与えられた)事前分布

W(p) , およびベイズの定理から求められた p の

事後分布 w(plx)が主要な働きをする.たとえば

(2. 1), (2.5)は一様な事前分布を想定した，事後

分布である.主観説は， ド・フィネッティ (de

Finetti) , L. J. サページ(L.J. Savage) によって，

精力的に主張され， H. レイファ (H. Raiffa) , R. 

シュレイファー (R. Schlaifer) によって，数学的

にふえんされ， 主として経営学方面に応用され

た.また， D. リンドレー (D.Lindley) は，統計

学をペイジアンの立場から見た.

しかし，何といっても主観確率が大きな役割を

はたすのは， A. ワルド (A. Wald) によって定式

化された「統計的決定理論J(Statistical Decision 

1983 年 9 月号

Theory) と組み合わせられたときであろう.ベ

イズの定理を用いれば，事物の「原因」に対して

与えられた確率が簡単に演算され， このような

「不確実性下の意思決定j (Decision-making 

under uncertainty) の理論に対して，有力な手

段を提供するのである.これらの考え方をまとめ

て， rベイズ統計学J (Bayesian statistics) と称

する.ひとつの実例を述べよう.

例 マーケティング行動と利益分岐点

今期，新規に売り出した商品について，来期新

たなマーケティング行動 (al あるいは a2) を行な

いたい.それについては，来期の売り上げ伸び率

。(%)が問題になるが，過去のデータはほとんど

ない和. テスト・マーケティングをランダムに行

ない，一応 .x(%) というデータを得た ah a2 に

ともなう利益を

g(O， ad=α1+ß10， g(0， a2)=α2+ß20 

とし(ただし， ßlく向)，また，情報 z は O を中心

に，ぱらつき σ2(既知)程度の精確さの正規分布

をすることはわかっているとする . (.x は θ の不偏

な推定量， σ2 は z の抽出誤差を表わす. )このよ

うな不確実性下の状況で .x にもとづいて a を最

適に決定する.すなわち χ=標本空間， A={at. 

a2} として，最適な d: χ→A を決める. ("、わゆ

る Bayes 解)

まず at. a2 の機会損失は次のようになる.

(0θ三Ob，
L(0， atl=1 ，~ ~，_._ 

lr(Oー仇)0>θb，

(r(Ob一θ ) O~玉 Ob，
L(0,a2) =) 

lO 0>仇，

ただし ， r=ß2-ßt. 仇 =(α2一α1)/ (ム -ß2) (分

岐点 break-even point). よって ， a1 , a2 にとも

なう平均的損失一これをリスク risk というーは，

(r(Ob一 θ) ・ P{ .x E d-1(a2)} 0豆 Ob
R(θ， d)=j 

lr(O-Ob) ・ P{ .x E d-1(ad} O>Ob 

となるが，これには θ が入っているので，最適な

d の決定を行なうことができない.

的過去のデータが十分にあれば，。は推定される，
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。に関する事前情報(事前分布)をまだ用いてい

ない.x が正規分布にしたがうので， θ の事前分

布は，その数学的表現の整合上，正規分布の形で

表現することにする.マーケティング・プロモー

ターの見通しから，。はおよそ 0%-60%の聞に

必ず入るであろうこと，また，確率1/2 で 30土 10

%に入るであろう， というのであれば， μ=30，

0.675-.= 10 から τ=14.81 などとおけば結局，具

体的に N(μ， -.2) の形糾における(主観確率).一

応，それを利用することにすれば，最適な d は，

平均リスク

r(d) = (.v'27r -.)寸二叫ト (0一μ)2/(州・
R(θ， d)dO 

を最小化する d である.

統計的決定理論の定式化によれば，これらには

統一的な解法がある.すなわち，それは， r事後分

布による，平均(機会)損失の最小化J である.

一般に ω(θ !x)を事後分布として ， x に対して，

M吋fy(01z)L(θ，引dO
を対応させるものが，最適な dーベイズ解，ベイ

ズ決定方式ーを与える.

そこで，事後分布の形はさておき，

j二L(仇)w(θ !x)dθ -~:o>L(仇) w(O!x)dO 

=r.~二(O-Ob)W(O!x)dO 

=e'(O)-Ob ('は事後分布を表わす)

であるから，結局，見通しによる平均伸び率引0)

と，分岐点仇の大小関係で決することになる:

ε'(θ) 亘仇なら a1 ， e'(θ)>仇なら az

したがって，問題は純粋に，ベイズの定理によ

る事後分布の計算に還元される. (rベイズ」解の由

来. )やや計算があった後，事後分布 w(O!x) は，

正規分布 N(μ" ，，'2) ，ただし，

1 _ 1 I 1 
E夜ーヲ2'五2

〆=(手+去)/(す+す)
判いわゆる「自然な共役事前分布J(natural conjugate 
eprior) といわれるものの 1 つである.
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となることがわかる. (これはよく知られた結果で

ある. )したがって，テスト・マーケティング・デ

ータ zによって，大小関係

(す+去)/(す+ q12 )孟竺竺(司)7 くん-ß2

の形で， ah a2 を決めることになる. ちなみに，

限界利益を仇=1 ， ß2=2， また α1=30， α2=10 と

すると ， Ob=20. さらに， σ=5 ， μ=30， -.= 14. 81 

とすると，

11. 68( ::. +0. 137) 号20¥25 . --_. /又

これによると x=40(%) 前後が， Q1, Qz の切替

点となり，マーケティング行動向は，来期 4 割

の売上げ伸び率( ! )を必要とすることになる.こ

れは，相当に厳しい要求であるが，伸び率。=0 の

とき，利益が Q1 は α1=30であるのに対し ， a2 は

わずかに叫=10 であるので，その構造が，決定者

をして遁巡せしめる(リスグ回避)のであろう.ち

なみに， α2=25 である場合は，仇=15 となり，

x=30(%)余りあれば，ぬとなる.売り上げ 3 割

増ということは，一般的に考えられぬことではな

このように将来についてある程度自由に議論が

できるようになったのは，事前分布，ベイズの定

理が，中途の論理の鎖をつなげてくれているから

である.結論自体の，実際の妥当性は別個の議論

があるであろう.しかし，とにもかくにも，ここ

までくることができるということが，ベイズ統計

学の大きな強みなのである.

以上，所論をまとめれば次のようになる.

ベイズ統計学 (Bayesian statistics) は，将来

に対する「見込みj ， 1"見通し j ， r確信j ， r信念j ，

「経験J を主観確率(subjective probability) と

して積極的にデータ解析にとり込み，人間のさま

ざまな意思決定をサポートする，新しい統計学で

ある.

i) 過去のデータだけに依拠する従来の統計学

より，適用できる範囲が広い.確率に広い役

割を与える.
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ii) 意思決定をする者としての人間の主体性を

尊重する.

iii) 分析のみならず，意思決定までをカバーす

る.

iv) 社会，人文現象を主として対象とし，今日

のューズに答えうる.

v) 多大な計算を必要とぜず，パソコンで対話

型でできる.

5. Apologetik 

社会の(学問)に対する要求demand と，学聞の

側からの供給 supply とを考えてみると， demand 

側のほうが進んでいるというのが，今日という時

代の基本的特徴である.社会の意識のほうが，鋭

敏に時代を先取りしており，学聞の側はとまどい，

対応に苦慮し，あるいは逆に学問の堂宇に引きこ

もってしまうというのが，一般的状況ではなかろ

うか.統計学， ORは，数理科学(mathematical

science) の二大分野であるが，確実なもののいよ

いよ少なくなっていくーこれこそ， r確率」の働き

場である一世界でもっと大きな役割をはたすこと

ができる.ということは，逆にいえば，われわれ

の歴史は，ひたすら精密科学 (exact science) へ

の憧慣に生きてきた歴史で、はなかったか.確定論

的世界観 (deterministic view) を打破しきって

いないのではなかろうか.

話はややそれるが，われわれは，確率天気予報

を受け入れた.そこに，とまどいや混乱がなかっ

たわけではない.しかし，多くの人々は，これの

ほうが情報が多いと感じている.気象庁の大英断

である.

法律学の分野でもベイズ統計学の考え方のとり

入れが始まっている.これらのことからわかるよ

うに，不確実性を正面から分析するベイズ統計学

の役割は今後も大きい.

ベイズ統計学も問題がないわけではない.その

最大のものは， (事前分布たる)主観確率である.

しかしながら，次のことは確かである.主観説的

1983 年 9 月号

統計学と客観説的統計学の差は，主観を，定式化

の中に正式に-formal analysis-とり入れるか

どうかにある.客観説といえども，理論の外部的

前提として，主観ないしは前提を，ある場合には

きわめて無意識にーときには無限定にーとり入れ

ているということである.正規分布という仮定，

Nはきわめて大(漸近理論)という仮定，線形性の

仮定， R2 に対する判断等である. さらに今日の

「データ解析J (data analysis)では，ロジ y ト，

プロピット分析におけるように，きわめて大胆に

ーペイジアンが事前分布を“おそるおそる"おく

のに対し一関数形が仮定される.また， EDP(Ex­

ploratory Data Analysis 探索的データ分析)の

ように，解釈そのものも分析に包含する考え方も

ある.私は，むしろこれらは原則的には好ましい

傾向と考えている.

主観説において， r主観J が「主観j たる故に

論議ないしは検証不要とされる独断論，唯我論が

容認される傾向があった.これは深く自省すべき

ことであり，かつて竹内啓氏がされたペイジアン

批判はその点でまさに正鵠を射ているというべき

である.ペイジアンは，これらの批判から多くを

学び，新しい時代に新しい役割をはたし，発展し

ていくことが期待されている.
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